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C KR T MATEMATYEZNY 


lawarzystwa” Baukowego Warszawsklage 
N 


N 


Morwort. 


Die Mathematik, in früherer Zeit an unſeren Mittelſchulen die beſt— 
gehaßte Wiſſenſchaft, hat im letzten Vierteljahrhundert weſentlich mehr Intereſſe 
gefunden als in jener früheren Zeit. Wir brauchen bloß die Worte auszu— 
ſprechen: Naturwiſſenſchaft, Technik, Induſtrie und der einigermaßen Sach— 
kundige hat die Erklärung für dieſe Erſcheinung. Was alle Anpreiſung des 
Studiums der Mathematik als einer vorzüglichen Schule ſtrenglogiſchen Denkens 
von Plato bis Kant und darüber hinaus nicht erreicht hat, das hat die mannig— 
faltige praktiſche Anwendung der Mathematik in den weiten Gebieten der 
Naturwiſſenſchaft und der darauf gegründeten Technik zuwege gebracht. 

Leonardo da Vinci hat bekanntlich kein Wiſſen als geſichert anerkannt, 
das nicht in ſtreng mathematiſcher Weiſe begründet werden konnte, und von 
Kant rührt der Satz her: „Jede Naturwiſſenſchaft enthält nur ſoviel wahre 
Wiſſenſchaft als ſie Mathematik enthält.“ So ließ letzterer z. B. die Chemie 
ſeiner Zeit gar nicht als Wiſſenſchaft gelten. Wer aber moderne, eingehendere 
Werke über Chemie zur Hand nimmt, z. B. die Arbeiten von Geheimrat 
Oſtwald u. a., der wird nicht mehr behaupten können, daß die Chemie keine 

Mathematik enthalte. Das iſt ſeit Kant alles anders geworden. Die Mathe— 
matik iſt im Laufe des letzten Jahrhunderts in alle Spezialgebiete der Natur— 
wiſſenſchaft eingedrungen und eine Art Sprache derſelben geworden. Sogar die 
Mediziner rufen jetzt auf ihren Verſammlungen nach „mehr Mathematik“. 
Sie verlangen nicht mehr Stunden. Aber ſie ſagen: Der alte Weg über 
Euklid bis Descartes und Leibniz iſt zu lang und zu mühſelig, 

n vielen Stellen für die Mittelſchuljugend auch zu ſchwierig. Sie rufen den 
Mathematikern zu: „Kürzt dieſen weiten Weg nach Möglichkeit ab, haut an 
den ſchwierigen Stellen gut gangbare Stufen, bringt ſichere Drahtſeile an, da— 

mit auch die mathematiſch weniger talentierten Schüler über dieſe ſchwierigen 
Stellen hinwegkommen! Verwendet die ſo gewonnene Zeit lieber dazu, eure 
Schüler ein Stückchen in die moderne Mathematik einzuführen: Begriff der 
Funktion, etwas Infiniteſimalrechnung! Nicht nur unſere Ophthalmologen 
brauchen ſolche mathematiſche Kenntniſſe, wir alle brauchen ſie zu einem ein— 
gehenden Studium der naturwiſſenſchaftlichen Gebiete, die wir zu betreten haben.“ 


In welcher Form wurde nun die Mathematik im Laufe der Zeit unſeren 
Mittelſchülern geboten? Wir wollen hier nur von der Geometrie reden. In 
Arithmetik und Algebra liegen die Verhältniſſe ähnlich. 
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In früherer Zeit trug man das Euklidſche Syſtem vor. Dieſes Kunſt— 
werk, wie Chamberlain es in den „Grundlagen des XIX. Jahrhunderts“ nennt, 
hat aber bei der germaniſchen Jugend nie recht Gefallen erregt. Es iſt für 
den Durchſchnittsmittelſchüler zu ſchwierig; es gehört auf die Hochſchule. Man 
könnte beſtenfalls in den oberen Klaſſen darauf eingehen, wenn man Zeit 
dazu hätte. 

Chamberlain bedauert es, daß die neuzeitlichen Mathematiker dieſes voll— 
endete, ſtreng aufgebaute Syſtem allmählich beiſeite rücken und neue Methoden 
und Wege ſuchen. Aber was hilft's? Wir haben mit dem Maſſenvolk auch 
die Maſſenſchule bekommen und unſere Mittelſchulen hören allmählich auf 
hauptſächlich Vorbereitungsſchulen für die Staatsbeamten und Gelehrten zu 
fein. Das find fie ſchon heute nicht mehr; denn weitaus die Mehrzahl der 
jungen Leute, welche durch fie hindurchgehen, kann auf Verwendung im Staats- 
dienſt nicht mehr rechnen. Dieſer Vorgang, der ſich vor unſeren Augen ab— 
ſpielt, wird noch manche Veränderung an unſeren Schulen zur Folge haben. 

Nun bietet in der Euklidſchen Geometrie gleich der erſte Anſtieg dem 
14, 15jährigen Knaben ſchon zu viel Schwierigkeiten. Hier ſtürzte die Mehr- 
zahl ſchon ab um ſich nie mehr zu erheben oder beſtenfalls nur noch recht 
mühſam nachzukriechen. Es iſt nicht zuviel behauptet, wenn wir ſagen, man 
hat den ſtrengen Aufbau mit einer Klaſſe nie recht zuwege gebracht. Der 
junge Menſch muß zuerſt Erfahrungen ſammeln. Das Nachdenken darüber 
und Syſtematiſieren kommt ſpäter. 


Dann, als die Naturwiſſenſchaft in breitere Schichten drang und als die 
Technit aufzublühen begann und ſich ein größeres Bedürfnis nach mathemati— 
ſchen Kenntniſſen und Können bemerkbar machte — es war um die Mitte 
des vorigen Jahrhunderts —, als techniſche Mittelſchulen ins Leben gerufen 
wurden: die alte Gewerbeſchule, das alte Polytechnikum, da ſagte man, am 
leichteſten und beſten dringe man in dieſes Studium ein, wenn man viele 
mathematiſche Aufgaben löſe. Damit wurde das „Syſtem“ ſchon ein wenig 
auf die Seite gerückt; man trug es noch vor, aber die mathematiſche Aufgabe 
trat in den Vordergrund. Die neue Lehrweiſe ging von den genannten Schulen 
allmählich auch auf die Gymnaſien über. 

Nicht auf dieſen, denn da hat die Mathematik, wie es nach dem Charakter 
dieſer Schulen ja als ſelbſtverſtändlich erſcheint, immer eine etwas beſcheidene 
Rolle geſpielt; aber auf den realiſtiſchen Anſtalten wurde die Löſung von 
mathematiſchen Aufgaben zuweilen Dart übertrieben. Es wurden oft recht ſpitz⸗ 
findige, fernliegende Aufgaben behandelt. 


Und nun kommt eine dritte Periode, die ſeit etwa 10 Jahren einſetzte. 
Man ſagt den Lehrern der Mathematik: Seht bei der erſten Einführung von 
Syſtematik und Strenge ab, führt die Schüler zunächſt den Weg der Er- 
fahrung, die Löſung von Aufgaben ſetzt fort, aber gebt nur einfache und 
praktiſche Aufgaben, ſucht die Texte dazu in den Gebieten der Natur— 
wiſſenſchaft, der Technik, des gewerblichen und induſtriellen Lebens, der kauf— 
männiſchen und geſchäftlichen Tätigkeit, des Verſicherungsweſens ꝛc. ꝛc! Natür⸗ 
lich nur ſoweit, als es der Geſichtskreis der Schüler geſtattet. 
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Alſo: Vereinfachung, Kürze, Rückſichtnahme auf praktiſche Anwendung 
ſind z. Z. die Loſung. 

In der Tat, wer die Literatur der Elementarmathematik wie der höheren 
Mathematik in den letzten 25—30 Jahren verfolgt hat, der wird überall ein 
Streben nach Vereinfachung konſtatieren können. Man ſehe nur die neueren 
Lehrbücher daraufhin an und vergleiche damit die älteren! Auch unſere 
Schulprogramme und Inſtruktionen laſſen dieſes Streben erkennen. 

In der Geometrie ſind für den erſten Anſtieg, um zu unſerem erſten 
Bilde zurückzugreifen, die Stufen und Drahtſeile bereits vorhanden. Wir 
haben ſeit dem Jahre 1902 den jogen. propädeutiſchen Unterricht in der Geo— 
metrie in der 4. Klaſſe Der Schüler lernt hier, wenn der Unterricht richtig 
gegeben wird, nach den Methoden der Phyſik eine größere Zahl von geometri— 
ſchen Lehrſätzen kennen, einzeln, zunächſt nur auf dem Wege der Erfahrung. 
Auf dieſem breiteren Fundament von Erfahrungsſätzen fällt dann der weitere 
Aufbau, zu dem allmählich eine ſtrengere Behandlung überleitet, weſentlich 
leichter, als wenn er auf die wenigen Axiome des Euklid fundiert wird. 

Dieſe phyſikaliſche Methode wird ſich aber an manchen Stellen beim erſten 
Gang auch fernerhin empfehlen. Auf ſolche Stellen ſtoßen wir bei der Be— 
rechnung des Kreiſes (Beſtimmung der Zahl 7), bei der Berechnung des Raums 
inhalts des ſchiefen Prismas und Zylinders, der Pyramide, des Kegels, der 
Kugel und der Kugelteile uſw. 

Bei dieſen Problemen alſo auf der Unterſtufe: phyſikaliſche 
Meſſungen Was ein Schüler auf dem Wege der Erfahrung gefunden 
hat, ſitzt feſter als das Ergebnis eines halbverſtandenen ſtrengen Beweiſes. 

Bislang behilft man ſich bei den erwähnten Berechnungen mit dem Satz 
von Cavalieri und führt jo das beſtimmte Integral, das in ihm 
ſteckt, verſchleiert an den Augen der Schüler vorüber. Auf der Oberſtufe 
(8 und 9. Klaſſe) ſtoßen wir aber auf keine Schwierigkeiten mehr, wenn wir 
das bejtimmte Integral gleich bei ſeinem Namen nennen und ohne Umweg 
auswerten. 

Es iſt der Hauptinhalt dieſes Schriftchens: die Auswertung einiger be— 
ſtimmter Integrale Wir faſſen das Integral hier nur in ſeiner einen Be— 
deutung: als Summe von unendlich vielen, unendlich kleinen Größen. Und 
wenn wir auf die Prämiſſe eingehen bei der Kleinteilung die Dicken (dx) der 
Lamellen gleich zu machen, jo gelangen wir bei der Auswertung des Integrals 
x für einige wenige Fälle, n = 1, 2, 3, 4, zu Potenzreihen mit ganz— 
zahligen konſtanten Exponenten, deren Summenbildung in der 8. u. 9. Klaſſe 
keinerlei Schwierigkeiten bereitet. Und dieſe wenigen Fälle genügen uns vorläufig. 

Nachdem wir aus Anlaß der eben angeführten Probleme auf dieſes In— 
tegral gekommen waren, haben wir auch noch die beiden einfachen Integrale 
feosr dp u. 3 sing dp dazu genommen. Die Auswertung dieſer Integrale 
verlangt keinerlei Rechnung. Ihre Werte können aus einer guten Zeichnung 
unmittelbar abgeleſen werden. 


Mit dieſen 3 Integralen haben wir nun eine Reihe von Aufgaben aus 
der Geometrie, Phyſik, Mechanik, Hydroſtatik, Aeroſtatik, Feſtigkeitslehre gelöft 


http://rcin.org.pl 


IV 


Wir haben dieſe Aufgaben mit Rückſicht auf den Leſerkreis, den wir uns 
vorſtellten, rechneriſch etwas ausführlicher behandelt, als es ſonſt in derartigen 
Schriften üblich iſt. Insbeſondere aber hat uns die von Intereſſenten oft ge— 
hörte Außerung, derartige mathematiſche Schriften könnten von weniger Geübten 
nicht geleſen werden, dazu veranlaßt. Wir haben eine beſondere Sorgfalt auf 
die Herſtellung möglichſt exakter Figuren verwendet, haben alle Figuren zuerſt 
in vierfacher Größe möglichſt genau gezeichnet und ſie dann beim Kliſchieren 
verkleinern laſſen. Insbeſondere lag uns daran den Infiniteſimalprozeß figür— 
lich anſchaulich zu machen; es wurde deshalb an ſolchen Stellen mit Figuren 
nicht geſpart. 

Aus den behandelten Aufgaben erſehen wir, daß das Penſum der Mittels 
ſchulmathematik ſchon eine Reihe von Problemen der höheren Mathematik in 
ſich birgt. Es gibt keine Grenzen zwiſchen den verſchiedenen Gebieten der Natur— 
wiſſenſchaften, zwiſchen Phyſik und Chemie, zwiſchen anorganiſcher und organi— 
ſcher Chemie, zwiſchen Pflanzenreich und Tierreich uſw. und es gibt auch keine 
ſcharfen Grenzlinien zwiſchen Elementarmathematik und höherer Mathematik. 
Alles greift ineinander über. Unſer geſamtes Wiſſen bildet ein Ganzes, wenn 
auch der einzelne Menſch ſich nur einen Bruchteil davon anzueignen vermag. 


Augsburg, Juni 1910. 


Der »Derfaffer. 
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I. Mleſfung und Berechnung von Linien. 


Eine Strecke meſſen heißt ſie mit einer Längen⸗ 
einheit vergleichen, beſtimmen, wievielmal dieſe 
Längeneinheit in ihr enthalten iſt. 

Als Längeneinheit können wir jede beliebige Strecke wählen. 
Wir benützen in der Regel die Einheiten unſeres metriſchen Maß— 
ſyſtemes. 


L 2 88 
. e 40 000 000 des Umfangs eines Erdmeridiand.!) 
1 km 1000 m = 10000 dm - 100000 cm 1000 000 mm 
Fame 10 dm = 100 em 1 000 mm 
1 10 em = 100 mm 
LE 10 mm 


(Die Einheiten 1 Dm - 10 m, 1 Hm — 100 m ſind nicht gebräuch— 
lich geworden). 1 geogr. Meile — 7420,4 m 
In der Aſtronomie hat man ungeheuer große Längen— 
einheiten, Entfernungen, von denen uns jede Vorſtellung abgeht, 
gewählt: 
1 Erddurchmeſſer — 12755 km (Achſen-Durchmeſſer = 12 712 km) 
1 Erdbahnhalbmeſſer S 149500000 km?) (größte Entfernung 
152 Mill. km, kleinſte 147 Mill. km) 
1 Lichtjahr — Weg des Lichtes in einem Jahre —= 9,4585 Bill. km 
(Weg des Lichtes pro Sekunde — 299900 km) 
1 Sternweite ) — 206265 Erdbahnhalbmeſſer = 30,8 Bill. km. ca. 
Für Strecken, die weit unter 1 mm liegen, find jehr kleine 
Einheiten gewählt worden, von denen wir auch keine Vorſtellung 
mehr haben. 
1 u (Mikron) = 0,001 mm 
1 % (Millimikron) = 0,001 u = 0,000 001 mm. 
Dieſe find bei mikroſkopiſchen Meſſungen und zur Meſſung 
der Wellenlängen der verſchiedenen Licht- und Wärmeſtrahlen ges 
bräuchlich u a. m. 


) Nach neueren Meſſungen iſt der Meridianumfang — 40 003,4 km, d 
der Aquatorumfang 40 070.4 km. 
2) Ein Schnellzug von 20 m Sekundengeſchwindigkeit bräuchte ca. 237 Jahre, 
ein Geſchoß von 600 m Sekundengeſchwindigkeit ca. 7,9 Jahre um 
die Strecke Erde — Sonne zu durchlaufen, das Licht braucht dazu 8 ¾ Min. 
3) 1 Sternweite iſt die Entfernung, aus welcher der Erdbahnhalbmeſſer 
bei ſenkrechter Draufſicht unter einem Sehwinkel von 1“ erſcheint. 
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Im allgemeinen kann eine gegebene Strecke nicht durch eine 
ganze Zahl in einer Einheitsſtrecke ausgedrückt werden, ſo klein 
man dieſe auch wählen mag. Es bleibt immer noch ein Reſt, der 
kleiner als die gewählte Längeneinheit iſt. 

Indem wir bei Meſſungen dieſen Reſt in der Weiſe abrunden, 
daß wir ihn, wenn er kleiner als 0,5 L. E. iſt, vernachläſſigen, 
und wenn er mehr als 0,5 L. E. beträgt, für 1 L. E. zählen, kann 
der Meſſungsfehler äußerſt nur + 0,5 L. E. betragen. 

Wir melen eine Strecke, die eine gewiſſe Zahl von m um— 
faßt, indem wir zunächſt die Zahl der m beſtimmen, die wir auf 
ſie auflegen können (Maßſtäbe, Meßband, Meßkette), dann die 
Zahl der dm, die wir noch auf die Reſtſtrecke legen können, dann 
die Zahl der em, die wir noch auf die neue Reſtſtrecke legen 
können uſw. 

Die äußerſte Genauigkeit, die ſich bei einer auf dem Reißbrett 
gezeichneten, genau begrenzten Strecke erreichen läßt, beträgt wohl 
nur Dezimillimeter (0,1 mm). Eine noch genauere Unterſcheidung 
läßt die Beſchränktheit unſerer Sinne und die Art der Darſtellung 
nicht zu. 

Mit ſehr feinen Mikrometern können wir eine Dimenſion 
eines feſten Körpers auf 1000 mm*) genau meſſen. Das dürfte 
für direkte mechaniſche Meſſung die äußerſte Grenze der Genauig— 
keit ſein. 

Schon aus der Meſſung einer gegebenen Strecke erkennen 
wir, daß alle praktiſche Mathematik nur Approximationsmathematik 
ſein kann. 

Die Länge einer krummen Linie beſtimmen wir durch direkte 

Meſſung, indem wir ſie ohne Dehnung gerade ausſtrecken (feiner, 
weicher Metalldraht, dem wir vorher die Form dieſer Linie gegeben 
haben) und dann mit einem Maßſtab meſſen, oder indem wir ein 
undehnbares, biegſames Meßband längs der gegebenen krummen 
Linie anlegen. 
Wir können eine krumme Linie auch kleinteileweiſe meſſen, 
indem wir ſie in kleine Teilchen zerlegen, die wir als gerade an— 
ſehen können. Auf dem Reißbrett verfahren wir häufig ſo, auch 
auf dem Felde. 

Iſt die krumme Linie nach irgend einem Geſetz entſtanden, ſo 
können wir ihre Länge durch Rechnung aus gewiſſen geraden 
Strecken, durch die ſie beſtimmt iſt, finden. Dies ſoll ſpäter ge— 
zeigt werden. 

Zunächſt wollen wir diejenigen Sätze und Gleichungen zu— 
ſammenſtellen, welche zur Berechnung von geraden Strecken dienen, 


Mit den neueſten Mikrotomen können wir Scheibchen von 0,001 mm 
Dicke noch herſtellen. 
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die durch andere, gegebene oder bequem meßbare, Strecken be- 
ſtimmt ſind: 

I. Die Sätze über die Proportionalität von Strecken. 
Werden die Schenkel eines Winkels von parallelen 
Geraden geſchnitten, ſo ſtehen die Abſchnitte auf dem 
einen Schenkel zu einander im gleichen Verhältnis 
wie die entſprechenden Abſchnitte auf dem andern 
Schenkel und die parallelen Strecken verhalten ſich 
zu einander wie die zugehörigen vom Scheitel aus 
gemeſſenen Abſchnitte auf dem einen oder andern 
Schenkel. 


(Gilt auch, wenn eine der Parallelen die Verlängerungen der 
Winkelſchenkel über den Scheitel hinaus ſchneidet). 

Wenn wir die einfachen Dreieckskonſtruktionen (aus Seiten 
und Winkeln) erledigt haben, ſo können wir ohne weiteres die 
Kongruenzſätze für die Dreiecke ausſprechen. Sie laſſen ſich fol— 
gendermaßen zuſammenfaſſen: 

Dreiecke ſind kongruent, wenn ſie in ſovielen 
Stücken übereinſtimmen als zur eindeutigen Be⸗ 
ſtimmung eines Dreiecks notwendig ſind, nämlich in 
drei Stücken, worunter mindeſtens eine Seite ſein muß. 


Auf Grund eines dieſer Sätze, beweiſen wir dann den Satz: 
Wenn wir auf einer Geraden aneinander ſtoßende 
gleiche Strecken abtragen und durch deren Endpunkte 
in irgend einer Richtung Parallele ziehen, ſo ſchnei— 
den dieſe auf jeder andern Geraden ebenfalls gleiche 
Strecken aus. 


Von dieſem Satz machen wir Gebrauch, wenn wir eine ge— 
ebene Strecke in eine beſtimmte Zahl gleicher Strecken zu teilen 
haben. Fig. 1. 

a) Angenommen es 
gibt eine Strecke x, welche 
in AB m = mal, in BB‘ 
n = mal enthalten iſt, 
dann iſt 
En eee 

AB S (mn) x. 
Ziehen wir durch die 
Teilpunkte des Schenkels 
AB‘ die Parallelen zu 
BC und B’C', jo ſchnei— 
den fie auf A 6 m gleiche 
Strecken y u. auf GO 
n gleiche Strecken y aus 
und es it AC my, 
CC. ny, AC (m+n)y. 3“ 
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Folglich AB: AB!: BB = m: (mn): n 
und Ad: Ad“: Gd = m: (mn): n 
Alſo ABr AB BEE e ee 
Ziehen wir nun GD AB‘, jo verhält ſich nach dieſem Ergebnis 
BD BUT a ae, Da nun 8D 0 


fo folgt BC: B. C. AG: 40, = AB: AB“. 


b) Im allgemeinen trifft aber die bei a) gemachte Annahme 
nicht zu. Um nun für den allgemeinen Fall die eben gefundene 
Proportionalität nachzuweiſen denken wir uns die Strecke AB in 
m ſehr kleine Strecken x geteilt, etwa in der Größe 1 u, 
1 %, oder noch kleiner, dann wird m eine ſehr große Zahl, aber 
es bleibt immer N 


Denken wir uns dieſe ſehr 
kleine Strecke dx von B nach 
B“ hin abgetragen les ſei 
n — mal möglich), jo wird 
zuletzt ein Reſt bleiben, der 
einen Bruchteil von dx aus— 
macht, etwa ex, wobei 
e< 1. In dieſem Falle 
iſt alſo 

EB ane 
AB! = (mn) ox edx 
BB nN edx 

Ziehen wir wieder durch 
— — die Teilpunkte auf AB‘ die 
EN = 65 Parallelen zu BC u. B', 

jo werden auf AC m und 
auf CC’ n gleiche ſehr kleine Strecken Ar ausgeſchnitten, wobei auf 
GC zuletzt eine Strecke bleibt, die kleiner als de iſt, etwa edy, 
wobei e“ < 1. 


Nun iſt 
AC=möy AC! = (mn) dy edi CC n oy dy 

Denken wir uns die Teilchen dx und ay in den Größen 1 u, 
1% oder noch kleiner (dafür iſt uns keinerlei Grenze geſetzt), jo können 
wir die für uns unmeßbar kleinen Strecken edx und edy gegen 
die größeren Strecken vernachläſſigen und es ergeben ſich auch hier 
die im Falle (a) angeführten Gleichungen. 

Solche Dreiecke wie A ABC und A ABC, die in den 
3 Winkeln übereinſtimmen und in welchen die den gleichen Winkeln 
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gegenüberliegenden Seiten (homologen Seiten) in gleichem Verhält⸗ 
nis zueinander ſtehen, bezeichnen wir als 


Ahnliche Dreiecke. 


Zwiſchen den Seiten und Winkeln zweier ähnlichen Dreiecke, 
Fig. 3), beſtehen 4 voneinander unabhängige Gleichungen. 
Etwa 
bb ee und 3 S , (und damit auch. 7 = 7 
oder anſtelle der Proportionen: 
a es de 


15 worin J einen konſtanten Zahlenfaktor bezeichnet. 
CG 


we: 


Zum Nachweis der Ahnlichkeit find aber nur zwei dieſer 
Gleichungen nötig. 


Fig. 3. 


1. Zwei Dreiecke ſind ähnlich, wenn fie in zwei 
Winkeln übereinſtimmen. 
a = ep f = E 
2. Zwei Dreiecke ſind ähnlich, wenn ſie in einem 
Winkel und in dem Verhältnis der dieſen Winkel 
einſchließenden Seiten übereinſtimmen. 


22 A 
= „u. a: b = a“: b' oder Jeb — 10 


3. Zwei Dreiecke ſind ähnlich, wenn ihre 3 Seiten 
in gleichem Verhältnis zu einander ſtehen. 


al = 4 
eder ame bre ober f = 
5 ce=% 


GN 


tip / cin. org: p! 
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II. Aus dem Satze (1) ergeben ſich in ſehr einfacher Weiſe 
die folgenden Beziehungen: 


1) für das rechtwinklige Dreieck: 
ZL ACB = 90°. CF I BA. 
a) A CBF o A ABC folglich p: a = a: e 
A CAF e BAG, folglich q: b = b: e 
ald e UE | 


d. h. Im rechtwinkligen Dreieck iſt das Quadrat einer 
Kathete gleich dem Rechteck aus der Hypotenufe und 
dem dieſer Kathete anliegenden Höhenabſchnitt 
(oder: im rechtwinkligen Dreieck iſt jede Kathete die mittlere geo— 
metriſche Proportionale oder das geometriſche Mittel zwiſchen der 
Hypotenuſe und dem der Kathete anliegenden Höhenabjchnitt). 


BP) A CFB Y A AFG folglich p: h S h: q 
oder b | 
d. h Im rechtwinkligen Dreieck iſt das Quadrat der 
Höhe gleich dem Rechteck aus den beiden Höhenab⸗ 
ſchnitten (oder: im rechtwinkligen Dreieck iſt die Höhe mittlere 


geometr. Poportionale oder das geometriſche Mittel zwiſchen den 
beiden Höhenabſchnitten). 


Aus den beiden erſten Gleichungen folgt unmittelbar der 


Pyt hagoreiſche Lehrſatz: 
E ·»· ck ge ge 


Im rechtw. Dreieck iſt die Summe der Qua- 
drate der beiden Katheten gleich dem Quadrat der 
Hypotenuſe. 
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Wendet man den Pythagoreiſchen Lehrſatz auf ein 
ſchiefwinkliges Dreieck 
an, ſo ergibt ſich: 
o) für ein ſpitzwinkliges Dreieck: ) für ein ſtumpfwinkliges Dreieck: 


ai = (b — mi?’+h? a? = (bm) - h? 
a' = b? — 2bm Ems a? = b? + 2bm +m? 
em F 


folglich a? = b?—+e? Abe. bezw. a: be e Abm. 


d. h. das Quadrat einer Seite eines Dreiecks iſt gleich 
der Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten 
vermindert oder vermehrt um das doppelte Rechteck 
aus einer dieſer Seiten und der Projektion der an— 
deren Seite auf dieſelbe — vermindert, wenn der 
erſten Seite ein ſpitzer, vermehrt, wenn ihr ein 
ſtumpfer Winkel gegenüberliegt. 
2) Am Kreiſe: Fig. 6. 

4) AB Tangente in B. 2 

ee ei 

U ZADB 
(Satz v. Tangentialwinkel), 
alſo 

A ABC — A ADB. 
Folglich a:t =t:s oder 

F 

d. h. Das Quadrat 
einer von einem D’ 
Punkt an einenstreis 
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gelegten Tangente iſt gleich dem Rechteck aus den 
von dieſem Punkt aus gemeſſenen Abſchnitten auf 
einer jeden durch ihn gehenden Sekante. 


NE HN N NL ee g 


Fig. 7. 8) O ſei Mittelpunkt der Sehne 
AB, dann iſt 
A= . EN (Satz von den 
S Peripheriewinkeln), 
A DAD A ODB 
Folglich m: x = Xn 


oder SS UO ERT 
Ba 


Ebenſo x? = q 
77 
d. h. Im Kreis iſt das Qua— 
Dot über iner halben 
Sehne gleich dem Rechteck aus den Abſchnitten einer 
jeden anderen Sehne, die durch den Mittelpunkt der 
erſteren geht. 

Die Beziehungen (D dienen zur Konftruftion oder Berechnung 
einander proportionaler Strecken, zur Umwandlung eines Dreiecks 
bezw. eines Rechtecks in ein anderes u. a. m. 

Die Beziehungen des Abſchnittes II (1 u. 2) verwenden wir 
zur Umwandlung von Rechtecken in Quadrate bezw. zur Addition 
und Subtraktion von Quadraten. 

Es iſt noch zu bemerken, daß die Sätze 1 4, d in den Sätzen 
2 a, f als beſondere Fälle enthalten find. 


III. Trigonometriſche Gleichungen. 


Nach dieſen Gleichungen, welche in der ebenen Geometrie zu— 
nächſt gefunden werden, ſollen noch die weſentlichen Beziehungen 
der ebenen Trigonometrie hier einen Platz finden. 

In der Planimetrie haben wir erfahren, daß ein Dreieck durch 
drei Stücke, worunter mindeſtens eine Seite ſein muß, beſtimmt 
iſt. Die drei andern Stücke ergeben ſich aus der Konſtruktion. 
Die Trigonometrie lehrt dieſe drei Stücke auf dem Wege der Rech— 
nung aus den drei gegebenen Stücken zu beſtimmen. Da jedes 
Dreieck in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt werden kann, ſo 
können wir dieſer Berechnung das rechtwinklige Dreieck zu— 
grunde legen. 

Zuvörderſt alſo die vier Fundamentalgleichungen für das 
rechtwinklige Dreieck, 
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die 4trigonometriſchen Fig. 8. 
Funktionen: 
a ` 
Klee = COS d 
2 = 08a = sin g 
DI 
b tg & = etg g 
1 — etg o = tgß a 


Dieſe vier Gleichungen mit dem Py— 
thagoreiſchen Lehrſatz (a? b — ci 
bilden den Inhalt der Trigonometrie. 
Mit ihnen können alle trigonometriſchen 
Aufgaben gelöſt werden, wenn einmal 
die trigonometriſchen Funktionen aller 
Winkel von 0% . . . . 90° (oder deren Logarithmen) vor uns liegen. 
Wir können noch weiter zurückgehen. Da wir jede trigono— 
metriſche Funktion in jeder andern ausdrücken können, ſo muß 
eine Funktion mit dem Pythagoreiſchen Lehrſatz zur Löſung aller 
trigonometriſchen Aufgaben ausreichen, etwa 


a . 7 
e = sin o und a?+-b’ = C. 


Ein gewandter Geiger kann auch nur auf einer Saite jpielen, 
aber ſeine Aufgabe wird ihm weſentlich erleichtert, wenn er vier 
Saiten zur Verfügung hat. 

Löſe einige trigonometriſche Aufgaben mit den beiden letzten Gleichungen! 

Etwa die folgenden: 

1. Aufg. Um die Höhe eines Berges berechnen zu können, meſſen wir in der 
Talſole in der Richtung gegen den Gipfel des Berges eine Standlinie 
BA a, dann in deren Endpunkten die Elevationswinkel 3 und 4, welche 
die Viſierlinien nach dem Berggipfel mit der Horizontalen bilden. Be— 
rechne die Höhe des Berges, wenn die Standlinie horizontal iſt und wenn 
die Standlinie gegen die Horizontale um den Winkel e geneigt iſt 
(2 Fälle: ＋ e u. — ). 

a sin sing a sin & sin (8 # &) 

sin (@ — 5) (über A) sin (E — 5). 

2. Aufg. Stellen wir uns die Aufgabe die Breite eines Stromes durch trigo— 
nometriſche Meſſung und Berechnung zu beſtimmen, ſo ſtecken wir dicht am 
Ufer eine Standlinie ab und meſſen fie, AB — a. Dann meſſen wir die 
Winkel, welche die Viſierlinien von A und B aus nach einem am andern 
Ufer markierten Punkt C mit der Standlinie AB bilden, 


. GAB = a, , GBA = 5. 
Wir finden für die Breite x des Stromes an dieſer Stelle bloß mit 
Anwendung der erſten Gleichung wie bei [1]) 


a sing sing 9 
n, ap — (e Léi 


Löſung: h, 
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3. Aufg. Die Entfernung zweier Punkte A u. B kann wegen eines dazwiſchen 
liegenden Hinderniſſes (Berg, See, Sumpf) nicht direkt gemeſſen werden, 
wohl aber können von einem ſeitwärts liegenden Punkt C aus die Ent— 
fernungen CA = b und CB - a, ſowie der Winkel ACB — beſtimmt 
werden. Berechne den Abſtand AB = ei 

Löſung: = / (b sin 5) + (a — b sin (90° — 5) 

4. Aufg. Berechne dieſelbe Entfernung AB, wenn ſeitwärts eine Standlinie 
OD — und die Winkel ACD e, BCD g, BDC =, ADO = ge 
meſſen ſind. 

Lediglich der Bequemlichkeit wegen (um nicht immer in vecht- 
winkelige Dreiecke zerlegen zu müſſen) leiten wir aus dieſen Glei— 
chungen noch einige andere Beziehungen für das ſchiefwinklige 
Dreieck ab. 


Fig. 9. Bisher war 4 zunächſt ein 
ſpitzer Winkel. Wird a ein 
ſtumpfer Winkel, alſo « > 90°, 
ſo iſt 
sin a = sin (180° — a) 
cos c = — cos (180° — a) 
tga = — tg (180% — a) 
ctga = — etg (180% — a) 


It 3 ein ſpitzer Winkel, 
iſt 


ſo 

in (90° Wee cos 
= 1 = sin 5 
tg 99 . A 
etg (90 ＋ 6) = — tg 8 


0 Zerlegen wir ein ſchief— 
winkliges Dreieck durch eine Höhe in 2 rechtwinklige Dreiecke, ſo iſt 
r 

und damit haben wir den 
Sinus⸗Satz 


1) a:b sin sind 


In jedem Dreieck verhalten ſich zwei Seiten wie 
die sinus der gegenüberliegenden Winkel. 
Zuſammenfaſſend ausgedrückt verhält ſich alſo 
A bie na n REIDEN 
F 
Ee Ce 


Aus (1) folgt durch korreſpondierende Addition und Subtraktion 


tg * 5 
2) a+b _ 2 (Siehe die goniometr. 


a- b „ Gleichungen, letzte Gruppe). 
tg 2 
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eine Gleichung, welche mit Vorteil verwendet werden kann, wenn 
2 Seiten und der eingeſchloſſene Winkel eines Dreiecks gegeben ſind. 
Aus dem erweiterten Pythagoreiſchen Lehrſatz folgt der ſo— 
genannte 
Coſinus⸗Satz 
3) a® = b?-+ e — be cos a 
Wird hier o ſtumpf, jo wird cos à negativ und damit nimmt 
das doppelte Produkt ein poſitives Vorzeichen an. 
(Vergl. den oben angeführten Lehrſatz a? = b? e: +2 bm) 
Wollen wir mit dieſer Gleichung die Seite a zuerſt berechnen, 
ſo führen wir der bequemen logarithmiſchen Berechnung wegen 
einen Hilfswinkel e jo ein, daß 
2 LU be. cos e 
be 2 
dann iſt f a =. (b+e) sine 


rs y — 


Goniometriſche Gleichungen. 


Dieſe finden häufig Anwendung bei Umformung trigonometri— 
ſcher Ausdrücke. 
— sine cos 
. = cos a sin & 
Aus dem Pythagoreiſchen Lehrſatz folgt, wenn man mit dem 
Quadrat der Hypotenuſe dividiert, 


2) sin“ a + cose —= 1. 


tea sige I 


Funktionen von Summen 
und Differenzen zweier d 
Winkel. 
Aus nebenſtehender Fi— 
gur 10 erhellt, daß 
sin (a ＋ 9) = 
A En n e ege 
Ree b EZ 
sin a cos g cos & sin g. 


und cos ( ＋ ) = 
pd cos — e sing 
— e | 
= cos a cosß — sine sin g. Kees 5 3 
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Ferner aus Fig. 11 
sin (a — f) = 
mn _ a2 sin e — c cos & 
b b 
sina cos g — cos sing. 


und cos(e — EI = 
Pp+t4 a cos 4 ＋ e sin g 
RE CS ae 
= cosa cosß + sine sind 


Die beiden letzten Gleichun— 
gen erhalten wir kürzer aus den 
beiden erſten, wenn wir dort an— 
ſtelle von + 8 — 5 ſchreiben. 
Es iſt dann rechter Hand 

sin ( 5) = sin g und 
cos ( ) = cos zu jeßen.*) 

Zuſammenfaſſend geſchrieben haben wir alſo die 4 Gleichungen: 
3) sin (a 5) = sina cos g + cosa sing 

cos (e + 8) = cosa rus? + sin sing 


Setzen wir in (3) 8 = a, jo erhalten wir 
4) sin 2a = 2 sin a cos u 
| cos 2« = cos®« — sin? a 
Dieſe Gleichungen mit Gleichung (2) zuſammengenommen er— 


geben 
5) 1＋ cos 2a = 2 cos? a 
1 — cos 24 = 2 sin“ g. 
Aus den 4 Gleichungen (3) gelangen wir durch paſſende Sub— 
ſtitution (Eg = E, a — 8 = nu. nachträglich wieder E Sa, 
n = P) und Zuſammenfaſſung zu den Gleichungen: 


6) sine sin g — 2 sin are e 3 
sine — sing = 2 cos Se sin ZG? 
cos A cos g = 2 cos — cos — B 
cos a — cos? = 2 sin Ste 18 Se 


a *) Wenn wie die Bekanntſchaft mit dem Koordinatenſyſtem vorausſetzen, jo 
iſt alſo die 2. Figur mit den 2 letzten Gleichungen unnötig, weil dieſe ſchon 
in den erſten enthalten ſind. 
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In dieſen wenigen Gleichungen haben wir den weſentlichen 
Inhalt der ebenen Trigonometrie. Mit ihnen und den wenigen 
Gleichungen der ebenen Geometrie ſind wir nun imſtande unbe— 
kannte gerade Strecken und Winkel in Figuren, welche durch an— 
gegebene oder bequem zu meſſende Strecken und Winkel beſtimmt 
ſind, auf dem Wege der Rechnung zu finden. 

i erſte krumme Linie, deren Länge (Umfang) uns intereſ— 
ſiert, iſt 


Die Kreislinie. 


Der Umfang eines Kreiſes, der ſich auf einem Rotations— 
körper befindet, kann auf die eben beſchriebene Art leicht gemeſſen 
werden. Da ein Kreis durch ſeinen Durchmeſſer beſtimmt iſt, ſo 
muß ſein Umfang aus dem Durchmeſſer berechnet werden können. 
Es bezeichnen u u. u“, ru. r‘, du. d' die Umfänge, Radien und 
Durchmeſſer zweier konzentriſchen 
Kreiſe (Fig. 12.) Wir denken uns, Fig. 12. 
der Umfang des äußeren Kreiſes 1 
ſei in m gleiche, ſehr kleine Teil— 
chen du geteilt, jo klein, daß wir 
jeden dieſer kleinen Kreisbögen 
als gerade anſehen können, etwa 
in der Größe von I mm, 1 u, 
1 ug oder noch kleiner — dafür 
iſt uns gar keine Grenze geſetzt. 
Denken wir uns ferner durch die 
Teilpunkte die Radien gezogen, ſo 
wird der innere Kreis auch mn 
gleiche, ſehr kleine Teilchen du‘ ge— 
teilt und es iſt nun 

u n du u' n: du 
Dabei bezeichnet du ein ſehr kleines Teilchen von u Om nicht etwa 
als ein Produkt aufzufaſſen!) 

Aus dieſen Gleichungen folgt, 


e 
F 
Andererſeits folgt aus den ſehr ſchmalen, ähnlichen, gleichſchenk— 
d H Oe Cie ee, E el 
ie guef, er E E 
e DE d DE u. 
Folglich N 


Ziehen wir mehrere Kreiſe in unſere Betrachtung, ſo erhalten 
wir die Beziehung 


Di 


d — di = d“ SCH a = 
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d. h. das Verhältnis zwiſchen Umfang und Durch— 
meſſer hat für alle Kreiſe den gleichen Wert. 
Iſt der numeriſche Wert dieſer Quotienten (unbenannte Zahl!) 
einmal beſtimmt, jo iſt, wenn * dieſen Wert bezeichnet, 
1 l. 


Beſtimmung der Zahl . 
1. Aus vorgenommenen Meſſungen. 


Wir laſſen uns vom Drechſler oder Metalldreher aus hartem 
Holz oder Metall (Meſſing) einen oder beſſer einige ſenkrechte 
Kreiszylinder herſtellen, meſſen ſo ſorgfältig als möglich den Durch— 
meſſer (Maßſtab mit Nonius) und mit Hilfe eines Streifens aus 
dünnem Papier (Pauspapier) den Umfang. 

Wir finden dann nach der Gleichung 

Sr * 
für u Zahlenwerte wie 

3,140 3,141 3,142 3,143 3,144 

Nehmen wir eine Reihe ſolcher Meſſungen vor, ſo erhalten 
wir als Mittelwert etwa 

1 = 8,142, 
einen Wert, der für ſehr viele praktiſche Aufgaben vollauf genügt. 


Für gewöhnliche Zeichnungen genügt es x — = = 3 ½ zu ſetzen 
(Genauer iſt * = 118). 

2. Durch eine Wägung. Wir haben bereits dargelegt, 
daß das Verhältnis zwiſchen dem Umfang u und dem Durchmeſſer 
d eines Kreiſes einen konſtanten Wert hat, den wir vorläufig mit 
ze bezeichneten, 

u 
Ten. 

Im zweiten Abſchnitt werden wir den Flächeninhalt F eines 

Kreiſes berechnen und ſinden 
ie oa 

Im dritten Abſchnitt werden wir die Frage nach dem Raum— 
inhalt eines ſenkrechten Kreiszylinders ſtellen und die Antwort er— 
halten: Sein Rauminhalt iſt gleich dem Produkt aus Grundfläche 
und Höhe. 

Stellen wir nun aus einer Blechtafel eine Kreisſcheibe vom 
Radius r und eine quadratiſche Scheibe von der Seitenlänge r her, 
jo it das Gewicht dieſer Scheiben, wenn d die Blechdicke und s 
das ſpezifiſche Gewicht des Materials bezeichnet, 

G. =nr’ds bezw. 6. = r’ds. 
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DG 

Hieraus folgt: * 2 

4 

Beſtimmen wir alſo die Gewichte der beiden Scheiben auf einer 
empfindlichen Wage, jo ergibt ſich der numerische Wert von 1 
als der Quotient dieſer Gewichte. 

Wir haben hier zwei ſolche Scheiben aus 1,5 mm dickem 
Meſſingblech, aus dem Innern einer Blechtafel nebeneinander aus— 
geſchnitten und von einem Feinmechaniker ſo genau als möglich 
bearbeitet. T —= 10 em. 


Das Gewicht der Kreisſcheibe beträgt G. S 582,425 g, 
das Gewicht der quadratiſchen Scheibe G = 185,391 g. 
— 582,425 g 
T — 185,391 e E 3,14160. 
Es wird ſich wegen der Unvollkommenheit des Materials 


empfehlen mehrere ſolche Plattenpaare herſtellen zu laſſen und aus 
den verſchiedenen Reſultaten das arithmetiſche Mittel zu nehmen. 


3) Durch eine An näher ungsmethode. Wir ſchließen 
dabei die Zahl u zwiſchen 2 Grenzen ein, die wir allmählich enger 
und enger zu ziehen imſtande ſind. 


Beſchreiben wir einem geg. Kreis vom Durchmeſſer d ein 
regelmäßiges n-EE (5⸗Eck oder 6-Eck oder 8-Eck) ein und 
um, ſo liegt der Umfang des 
Kreiſes augenſcheinlich zwi— Fig. 13. 
ſchen den Umfängen dieſer 
zwei n-Ecke; er iſt größer als 
der Umfang des eingeſchrie— 
benen und kleiner als der 
Umfang des unmgeſchriebenen 
n-Ecks. 

Wir können nun aus dem 
Radius oder Durchmeſſer eines 
Kreiſes Seite und Umfang 
eines eingeſchriebenen und um— 
gejchr. regelmäßigen n-Ed3, 
für n S 5, 6, 8, leicht be 
rechnen und erhalten 
ue = : d bezw. wc’ - d. 


Dabei find e u. c' zwei unbenannte Zahlen und es iſt 


B m = 


Nun können wir aus der Seite a des eingejchriebenen n-Ecks 
die Seite a, des eingeſchriebenen 2n-Ecks berechnen. 
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"ep 
Der Umfang des eingeſchriebenen An-Ecks ift aljo 
Hess 8 
und der des umgeſchriebenen An-Ecks 
uU 2 5b. w. 
Beginnen wir z. B. mit dem eingeſchr. regelm. Sechseck, deſſen 
Seite bekanntlich gleich dem Radius des Kreiſes iſt, beſtimmen zu— 
nächſt die Umfänge des ein- und umgeſchr. regelm. 6-Ecks, dann 
die Umfänge des ein- und umgeſchr. regelm. 12⸗Ecks, 24⸗Ecks, 48-Ecks 
u. ſ. w., jo ergibt ſich für die Zahlenfaktoren e u. e die folgende 
Tabelle, die dem Lehrbuch der Planimetrie von Heis u. Eſchweiler 
entnommen iſt. 
Die Durchführung dieſer Rechnung iſt ſehr langwierig, wes— 
halb ſie hier nur angedeutet werden kann. 
Wir erkennen aus dieſer Tabelle, daß die Grenzen ce u. e 
der Zahl „immer enger und enger werden. Im letzten Fall 
zeigen fie ert in der Iten Dezimalſtelle noch eine kleine Abweichung. 


| SG Umfang Umfang 
der der 
` Ee Polygone. ungeſchrlebenen Polygone. 
Sg e 
F e, d De 
6 e = 3, 000 0000 e 3.4641 0162 
12 3.1058 2854 3.2153 9031 
24 31326 2861 31596 5994 
48 3.13903 5020 3.1460 8622 
96 3.1410 3195 31427 1460 
192 31414 5247 3.1418 7305 
384 3.1415 5761 3.1416 6275 
768 3.1415 8389 31416 1018 
1536 3.1415 9046 3.1415 9703 
3072 3.1415 92106 3.1415 9375 
6144 3.1415 92517 3.1415 92927 
12288 3.1415 92619 3.1415 92722 
24576 3.1415 92645 3.1415 92671 
49152 N 3.1415 92651 3.1415 92658 
| 98304 | 3 1415 92653 3.1415 92655 


Da die Zahl u zwiſchen c u. e liegen muß, jo können wir 
hiernach bis auf 8 KAS genau jchreiben 


— 3,1415 9265 
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4) Trigonometriſche Beſtimmung. (auch Annäherung!) 
Stehen uns einmal die trigonometriſchen Funktionen zur Verfügung, 
jo ut der numerische Wert der Zahl ſehr raſch beſtimmt. 

Ziehen wir zunächſt das einem Kreiſe vom Durchm. d ein— 
gejchr. regelm. 360-Eck in Betracht, jo iſt deſſen Umfang 

ue = 360 - 2 r- sin 30“ 360 sin 30“. d e, d 

log 360 = 2,556 3025 
log sin 30“ = 7,940 8419 — 10 
log oe = 0,497 1444 
ce = 3, 141 553 

Betrachten wir das einem Kreiſe eingeſchr. regelm. 360 - 60-Eck 
21 600⸗Eck, jo iſt der zu einer Seite gehörige Zentriwinkel !“ 
und der Umfang 

u'. = 21 600 sin 30“ d = c“. d. 
log 21 600 — 4,334 4538 
log sin 30“ — 6,162 6961 — 10 
Jog “ 0,497 1499 
e = 3,141 598. 
Der Umfang des umgejchr. regelm. 21600 Ecks iſt 
H, = 21600 - tg 30“. d = “. d 
log 21 600 — 4,334 4538 
log tg 30“ — 6,162 6961 — 10 
log “ — 04971499. 

Die Logarithmen der Zahlenfaktoren e" und «“ ſtimmen alſo 
bis in die 7. Dezimale überein und, wenn wir uns auf dieſe Ge— 
nauigkeit beſchränken, ſo können wir ſetzen 


log m = 0,4971499 oder ur = 3,141593. 


5) Durch Summierung der Glieder von unend— 
lichen Reihen, welche in der algebraiſchen Analyſis für die 
Zahl aufgeſtellt werden: 


a 1 1 1 1 1 
FT 


oder die konvergenteren Reihen: 


E aa 
RFV 
oder: 
42203 T7 T 11 L 815 N ) 
Ce 5 1 Si 
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oder die noch roſcher konvergierende Reihe: 
n 1 1 1 E 
HN? 7 2 e e var m, Së 
1 
TA 5 2 666 
Wir erfahren bei dieſen Berechnungen, daß die Zahl x = 4 


eine ſogen. irrationale Zahl iſt, eine Zahl, die ſich nicht voll— 
ſtändig genau durch ganze Zahn oder in Bruchteilen der Einheit 
ausdrücken läßt, der wir uns aber bis zu jeder gewünſchten Ge— 
nauigkeit nähern können (Dezimalbruch mit unendlich vielen Stellen). 


Beſtimmung der Länge eines Kreisbogens. 
Gradmaß und Bogenmaß eines Winkels. 
Fig. 14. 


In einem Kreis iſt die 
Länge eines Bogenſtückes 
augenſcheinlich dem zuge— 
hörigen Zentriwinkel pro— 
portional. 


b: ar = a: 180% 


a? 
be ru 180° 


Unter dem Bogenmaß eines Winkels (a“) Der: 
ſteht man den entſprechenden Bogen (a) im Kreis 
vom Radius 1, der um den Scheitel dieſes Winkels 
beſchrieben iſt. Wir erhalten alſo die Beziehung 

we, ee 
und dieſe geſtattet Gradmaß und Bogenmaß eines Winkels inein— 
ander umzurechnen. . 
RE eg Ke ees a 8 800 
4 2 n 1805 4b = 180 
Die Länge des Bogens b iſt nun 


Der SS Hr 


a 
180° 

Für denſelben Zentriwinkel iſt die Bogenlänge 
dem Radius des Kreiſes proportional. 
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II. Uleſſung und 


Berechnung von ebenen 


Flächen. 


Um den Inhalt von Flächen 
meſſen zu können iſt es zu— 
vörderſt nötig, daß wir Flä— 
cheneinheiten beſtimmen. Als 
eine Flächeneinheit neh— 
men wir die Fläche eines 
Quadrats, deſſen Seite gleich 
einer Längeneinheit iſt Wir 
erhalten jo die Flächenein— 
heiten: I qkm, 1 qm, I qdm, 
l gem, I qmm u. ſ. w. 

Während in unſerem metri— 
ſchen Maßſyſtem jede Längen— 
einheit 10 der nächſt kleineren 
Einheiten zählt, zerfällt jede 
Flächeneinheit, wie ein Blick 


Fig. 15. 


auf Fig. 15 zeigt, in 100 der nächſt kleineren Flächeneinheiten. 


1 qm 100 adm = 
1 dm = 


akm 


10000 gem = 1000000 qmm. 


100 gem = 10000 qmm. 
l gem = 100 qmm. 
1 000 000 qm. 


Für Feldmaße haben wir die Einheiten: 
1 ha 100 a 10000 qm = 1 qm. 


1a= 100 qm 


) Flächeninhalt eines 


1 qDm. 


Rechtecks und eines Quadrats. 
Fig. 16. 


r 


Vë 
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Beträgt z. B. die Länge eines Rechtecks 8 m, ſeine Breite 
5 m, jo können wir es, wie in Fig. 16 geſchehen, in qm teilen 
und wir erhalten für ſeinen Flächeninhalt: 
PD 8.5.0] um e gm aim 


Den Flächeninhalt eines Rechtecks, deſſen Länge und 
Breite durch ganze Zahlen in derſelben Längeneinheit ausgedrückt 
ſind, erhalten wir in Quadraten dieſer Längeneinheit, wenn wir 
die Maßzahlen der Länge und Breite miteinander 
multiplizieren. 

Der bequemeren Ausdrucksweiſe wegen und aus einem ſpäter 
noch zu erörternden anderen Grunde ſetzen wir feſt, daß wir dieſen 
Flächeninhalt von 40 qm als das Produkt zweier Strecken von 
H m und 5 m auffaſſen wollen. Wir ſchreiben alſo fortan 

F = 8m. bm = 40 qm, *) 


obgleich dieſe Auffaſſung arithmetiſch nicht zuläſſig iſt, denn man 
kann eine benannte Zahl nur mit einer unbenannten Zahl multi— 
plizieren. Wir ſagen nun: 
Der Flächeninhalt eines Rechtecks iſt gleich dem 
Produkt aus Länge und Breite. 
F 

wenn a und b dieſe Dimenſionen in irgend einer Längeneinheit 
bezeichnen. 

Der eben ausgeſprochene Satz gilt aber zunächſt nur, wenn 
a und b durch ganze Zahlen in ein und derſelben Längeneinheit 
ausgedrückt ſind. 

Wir wollen nun an einem Zahlenbeiſpiel unterſuchen, wie ſich 
die Sache geſtaltet, wenn a und b gebrochene Zahlen ſind. Da 
wir praktiſch faſt immer mit Dezimalbrüchen rechnen, ſo wollen wir 
uns hier auch auf ſolche beſchränken. Es hat keinerlei Schwierig— 
keit dieſelbe Entwickelung für gemeine Brüche durchzuführen. 

Es ſei die Länge eines Rechtecks a — 8,476 m, die Breite 
b = 3,84 m. Wenn a und b in ganzen Zahlen ausgedrückt 
werden ſollen, jo müſſen wir 1 mm als Längeneinheit wählen 
Dann iſt der Flächeninhalt dieſes Rechtecks 
F = a b = 8476 mm - 3840 mm 
= 8476 - 3840 amm 
25428 
67808 
3390| 
F = 32547840 qmm 
F = 32,547840 qm 


*) Alſo auch 40qm : 8m = 5m 
40 am: 5m 8m. 
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Genau dasſelbe Reſultat erhalten wir, wenn wir das Produkt 
8,476 m - 3,84 m berechnen. 
F = 32,54784 qm. 

Nach dem Multiplikationsſatz für Dezimalbrüche kommt das 
Komma genau an dieſelbe Stelle wie nach der eben vorgenommenen 
Umwandlung der amm in qm. 

Wenn wir alſo den Flächeninhalt dieſes Rechtecks in qm 
haben wollen, ſo iſt es gar nicht notwendig Länge und Breite 
erſt durch ganze Zahlen in einer kleineren Längeneinheit auszu— 
drücken. 

Die Formel a 
gibt auch dann den Flächeninhalt eines Rechtecks, 
wenn a und b gebrocene Zahlen ſind. 

Was heißt es nun, wir multiplizieren 8,476 - 3,84 (qm)? 

Es heißt: 

Wir legen zuerſt, indem wir von einer Ecke aus anfangen, 
aneinanderſtoßend ſoviele qm in das Rechteck als wir hineinbringen 
und zählen ſie. 

Fig. 17. 


8,476 m 


Es ſind 8-3 qm = 24 qm. 


Dann umrändern wir das von den 24 qm gebildete Rechteck 
mit ſoviel qdm als noch Platz finden. 


Es find (80 8 ＋ 4. 30 44:8) qdm — 792 qdm. 


Dann umrändern wir das von den qm und adm gebildete 
Rechteck mit ſovielen gem als wir noch hineinlegen können. 


Es ſind (840 47 380 ＋ποꝰœ 4% gem = 6048 gem. 
Schließlich bringen wir hier auf der Breitſeite noch 
6. 3840 qmm = 23 040 qmm unter. 
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Summe aller dieſer Quadrate: 


4 qm = 24 qm 
(GER = 71,93 a 
6048 gem = 0,6048 2 


230 409 amm = _0,023040  „ 
F = 32,547840 qm. 
Dies iſt der in Flächeninhalt des Rechtecks mit den Seiten 
a = 8,476 m, b = 3,84 m. 

Iſt dieſes Rechteck nicht ein bloß vorgeſtelltes, gedachtes, ſondern 
iſt es materiell vorhanden, hat man ſeine Seiten gemeſſen, In be= 
trägt der Fehler bei der Abrundung auf mm äußerſt + 0,5 mm 
für jede en Die Fehlergrenze für den Flächeninhalt iſt alſo 

+ (8476 - 0,5 ＋ 3840 - 0,5) qmm 
=+ 12316 - 0,5 qmm — + 6158 qmm. 

Und babei i ift noch vorausgeſetzt, daß der angewandte Maßſtab 
vollkommen genau war. 

Der Flächeninhalt eines gegebenen Rechtecks iſt alſo der Grenz— 
wert des Produktes aus der gemeſſenen Länge und Breite. Wir 
kommen dem wirklichen Flächeninhalt umſo näher, je genauer wir 
dieſe ET zu meſſen vermögen. 

Der Flächeninhalt wird bei allen Rechtecken in der gleichen 
Weiſe beſtimmt wie bei dem hier durchgeführten beſonderen Fall. 

Wir können alſo den Satz ausſprechen: 

Der Flächeninhalt eines Rechtecks iſt gleich dem 
Produkt aus Länge und Breite 
Bach 
Wird b a, jo haben wir ein Quadrat und deſſen Flächeninhalt 
been e 


2. Flächen inhalt eines Parallelogramms. 
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23 
Es ſei ABCD ein Parallelogramm, alfo AB "CD. DC" AD 
und h Ag (u. CD) ſeine Höhe. 

Ziehen wir AF und BE ſenkrecht zu AB und damit auch ſenk— 
recht zu DC, jo ift ABEF ein Rechteck. Da nun . 2 A, ſo 
iſt Parallelogramm ABCD — Rechteck ABEF. 

Indem wir das durch B in der erſten Figur abgeſchnittene 
Dreieck linker Hand in A‘ wieder anfügen, erhalten wir das 
Rechteck ABEF. Die beiden Fälle erledigt auf einmal folgender 
Gedankengang: 

Subtrahieren wir von dem Trapez ABCF das eine Mal das 
rechtwinklige Dreieck AFD, das andere Mal das dieſem fongruente 
Dreieck BEG, jo folgt 


Parallelogramm ABCD — Rechteck ABEF a. h. 


Der Flächeninhalt eines Parallelogramms iſt 
gleich dem Produkt aus Grundlinie und Höhe. 

Um nun allmählich in eine Methode einzuführen, deren wir 
uns ſpäter öfters bedienen werden, wollen wir das dem Parallelo— 
gramm ABCD flächengleiche Rechteck ABE noch auf eine andere 
Art entſtehen laſſen. 

Dieſe Methode iſt eine Annäherungsmethode. Es empfiehlt ſich 
ſie bei dieſen einfachen Aufgaben ſchon in Anwendung zu bringen, 
weil wir hier die ſtrenge Formel ſchon kennen und ſo am einleuch— 
tendſten erfahren, daß dieſe Annäherungsmethode auch zu der ſtren— 


gen Formel führt. Fig. 19. 
Be en D Ba D 
= 


Eer 


Aa BA 
Wir zerſchneiden das Parallelogramm ABCD parallel zur 

Grundlinie a inen ſehr ſchmale Streifen (Lamellen) von gleicher 

Breite dh, dann find dieſe ſehr ſchmalen Parallelogramme kongruent 

und es iſt n. oh = h. NEE det Ae 
, GARINET MAT „ untl 

7 ru Wa ERBAUT IT wat 
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Dieſe Lamellen verſchieben wir parallel zu AB fo, daß ihre 
entſprechenden Eckpunkte in je eine ſenkrechte Linie zu AB zu liegen 
kommen. Es erhellt ohne weiteres, daß die Figur ABE F, begrenzt 
von den 2 gleichen und parallelen Strecken AB und FE und von 
den zwei Sägezahnlinien AF und BE, dem Parallelogramm ABCD 
ſtets flächengleich fein muß, wie groß oder klein auch dh fein mag. 

Die Sägezahnlinien werden um ſo feiner, nähern ſich umſo— 
mehr geraden Linien, je kleiner oh gedacht wird. Für dh — 
0,1 mm ut die Sägezahnlinie ſchon ſehr fein, für dh = lu, Lu 
und noch kleiner ſind die Zähne mit keinem unſerer Sinne mehr 
wahrnehmbar, für 1 ½% und darunter nicht einmal mehr mit Hilfe 
des beſten Mikroskops. 

Die Grenzen dieſer Sägezahnlinien AF und BF find die ſenk— 
rechten Geraden AF und BE. Dabei iſt aber zu beachten, daß die 
Sägezahnlinie auch im Unendlichkleinen eine Sägezahnlinie bleibt; 
die Höhe der Sägezähne wird nur unmeßbar klein. 

Es iſt alſo 


ABCD 2 a dh n- a- dh S a-(n-dh) =a-h 
Kä a- dh, lies: „Summe aller a- dh.” 


3. Flächen inhalt eines Dreiecks. 
Fig. 20. 


Jedes Dreieck kann als die 
Hälfte eines Parallelogramms, 
welches dieſelbe Grundlinie und 
dieſelbe Höhe hat wie das Drei— 
eck, angeſehen werden. Alſo 
iſt ſein Flächeninhalt: 


1 2 ah. 
Wir können es aber auch als Summe oder Differenz zweier 


recht winkliger Dreiecke betrachten. 


Der Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks iſt dem halben Pro— 
dukt der beiden Katheten gleich, da das rechtwinklige Dreieck die 
Hälfte eines Rechtecks iſt, welches dieſe Katheten zu Seiten hat. 


Fig 21. 
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Fa nh ＋ 2 nb T = i mh — 4 nh 
r = z (n ＋ m) h r = n — 1) h 
rs S ah F = ah 

iehen wir durch den Mittelpunkt der Höhe die Parallele zur 


Grundlinie a und errichten in deren Endpunkten die Senkrechten, ſo 
erhalten wir das Rechteck BCE und es iſt nun nach der Fig. 21 u. 22 


D 

Oe 

ab 
BCNM = BCENM 
Au 2 Ai 
As Si Ais 


Für Fig. 22, ift BENM + A T A= BORN L Aa L Ay‘ 
Wé * 22, nm BCNM + Nı — Aa 5 BCNM + Ar‘ —.— O2 
Alſo Dreieck ABC = Rechteck BDE. 


In jedem Falle mm A ABC = a- 8 E ah. 


Der Flächeninhalt eines Dreiecks iſt gleich dem 
halben Produkt aus Grundlinie und Höhe. 


4. Flächeninhalt eines Trapezes. 
Fig. 23. 


a 
Wenn man durch einen Eckpunkt die Parallele zur gegenüber 
liegenden Seite zieht, jo zerfällt das Trapez in ein Parallelogramm 
und in ein Dreieck. Beide haben dieſelbe Höhe h wie das Trapez. 


7 = bh 2 (a — b) h = „ („ b h. 
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Dasſelbe Ergebnis, wenn man durch die Mittelpunkte der 
ſchrägen Seiten die Lote zu den Grundlinien zieht: 
Au £ Zu Ae Zi Ar 
Pn * 


Aus dieſen wenigen einfachen Formeln ergeben ſich unmittelbar 
die Sätze über die Flächengleichheit von Figuren; z. B.: 
a) Parallelogramme von gleichen Grundlinien und gleichen Höhen 
haben gleichen Flächeninhalt. 
b) Dreiecke mit gleichen Grundlinien und gleichen Höhen haben 
gleichen Flächeninhalt 
Der geometriſche Ort der 3 ten Eckpunkte aller Dreiecke, welche 
über derſelben Grundlinie ſtehen und gleichen Flächeninhalt haben, 
iſt die Parallele zur Grundlinie, die man im Abſtand der Höhe 
legen kann. (Dient zur Umwandlung von flächengleichen Drei— 
ecken, zur Verwandlung eines u-Ecks in ein Dreieck u. ſ. w.) 
Parallelogramme, Dreiecke, Trapeze von gleicher Höhe und 
gleichen Mittelparallelen zur Grundlinie haben gleichen Flächeu— 
inhalt. (Mittelparallele zur Grundlinie geht durch den Mittel— 
punkt der Höhe.) 
Alle von geraden Strecken begrenzten Figuren können wir 
in die hier vorgeführten einfachen Figuren zerlegen und ſo können 
wir ihren Flächeninhalt mit Hilfe der entwickelten Formeln be— 
rechnen. — Einige Beiſpiele: 


0 


— 


Fig. 25 


5) Um den Flächeninhalt eines 
beliebigen Vierecks zu beſtimmen 
mißt man eine Diagonale d und die 
Lote, welche man von den beiden 
andern Endpunkten auf dieſe Diago— 
nale fällen kann. Es iſt nun 


75 1 1 
F =; dh + 2 dh: 


= d Gh A. ba) 
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6) Um den Flächeninhalt eines etwa auf dem Felde abgeſteckten 
Polygons berechnen zu können, beſtimme man auf einer geeigneten 
Diagonalen (AB) mit Hilfe eines Winkelſpiegels oder eines Pris— 
menkreuzes die Fußpunkte der Lote, welche man von den übrigen 
Eckpunkten zu dieſer Diagonale fällen kann. Dann meſſe man dieſe 
A und die Abſtände XI X 123... ihrer 
Fußpunkte von dem einen Endpunkt A. 


Fig. 26. 


Durch dieſe Linien wird das Polygon in rechtwinklige Drei— 
ecke und Trapeze zerlegt und ſein Flächeninhalt 


F 3 E N + (Kg — X) (ya -F Y.) —— (x3 — X) (J Val 


＋ A. — x) + (u Ks) ys ＋ (X - zl (Js ＋ yo) 
+ Ze Vel. 


7) Zur Beſtimmung des Querſchnittes eines Fluſſes an einer 
beſtimmten Stelle ſpanne man quer über denſelben ein Seil, an 
dem in gleichen Abſtänden a von einander Punkte markiert find, 
und meſſe an dieſen die Tiefenlote I. la li.. ... l 
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28 
Dann iſt der Flächeninhalt 
1 ı+1 l 1 In-ı + lu 1 
F=, al AL a! . e —+a an 2 a l. 


F = a (Ii ＋ lz ＋ la E l 4. .. +1l)=a:- RA 
d 12 1 
8) Bei der Berechnung des Flächeninhalts der regelmäßigen 
Polygone oder n-Ede zerlegen wir im allgemeinen das n-Eck vom 
Mittelpunkt aus in n kongruente, gleichſchenklige Dreiecke und be— 
rechnen den Flächeninhalt eines dieſer Dreiecke. 


Beſtimmung des Flächeninhalts eines Dreiecks durch eine 
Inſiniteſimalbetrachtung. 


Lediglich der Einführung in die Methode wegen wollen wir 
das ſchon beim Parallelogramm angedeutete Verfahren auch zur 
Ableitung der Formel für den Flächeninhalt eines Dreiecks an— 
wenden. Wir werden uns von der Schärfe dieſer Annäherungs— 
methode umſo feſter überzeugen, als ja die ſtrenge Formel für den 
Flächeninhalt eines Dreiecks anderweitig ſchon bekannt iſt. 

Wir denken uns die Höhe h des Dreiecks in n, ſehr viele, 
ſehr kleine, gleiche Teile dh geteilt, ziehen durch die Teilpunkte 
die Parallelen zur Grundlinie und errichten in den Endpunkten 
dieſer parallellen Strecken x, die Lote zu ihnen, erſtens aufwärts, 


zweitens abwärts. Wir erhalten ſo zwei Staffeldreiecke: ein äußeres 
Staffeldreieck A, und ein inneres Staffeldreieck A. 


Fig. 28. 


* 
` 
H 
' 
' 
' 
' 
H 
' 
ı 
D 


) Lies: „a mal Summe aller 1 von i- 1 bis i n.“ 
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Bezeichnet A den Flächeninhalt des urſprünglichen Dreiecks, 
ſo iſt Agence 


1) „ 

Der Inhalt des äußeren Staffeldreiecks. 
o , Le, oh 

SE (Xi + Aa — Kë — N + X.) - dh 

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke folgt 
3) e 
Alſo R a, ebenſo x2 = - a, Ta = d Dez 8 

3 ee ee 
n-1 n n n 


Dies in Gleichung (2) ſubſtituiert gibt 
x 1 2 3 . 
) A=l(ldatlatrat... fal. A 


es PE HI FI... + n) =. oh-) 
e Re. h = a G 4% 


2 ( ) an 


Die beiden Staffeldreiecke ſind bis auf die unterſte Staffel 
des äußeren Staffeldreiecks kongruent. Wir erhalten analog für das 
innere Staffeldreieck 


N E 


(n -I) en a KS e lt, 1 
= — ze nr a (adh 2 (U- ) ah 


Denken wir uns oh ſehr klein, etwa 0,1 mm, ſo ſind die 
Staffel- oder Sägezahnlinien an den ſchiefen Dreieckſeiten ſchon ſehr 
fein. Für dh = 0,01 mm, 0,001 mm, können wir die Zähne 
oder Staffeln e La und Geſichtsſinn nicht mehr wahrnehmen 
und für ch = o,! 1 % und noch kleiner auch nicht mehr 
durch das feinſte Mitroſtop. Die Sägezahnlinien erſcheinen uns 
nun als gerade Linien. 


D was ſich auch beim eh Dreieck leicht darlegen läßt. 


* 881 ＋ 2. Er ＋ (n - I) n 
EE — + 2 +1 


= (n(n I)... (TTG TI (GI) 
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Dabei iſt aber zu beachten, daß die Staffel- oder Sägezahn— 
linien auch für unendlich kleine oh ſolche bleiben. Sie werden 
keine geraden Linien, aber die Summe der Flächen der Sägezähne 
wird unmeßbar, unangebbar klein, nähert ſich immer mehr dem 
Wert 0. 

Wenn alſo die Strecke Ah jo klein wird, jo wird, da immer 
n- dh = h, die Zahl n ſehr groß, ſchließlich über alle Maßen 
groß, und damit — wieder ſehr klein, ſchließlich unangebbar klein. 
Dieſer Wert 1 nähert ſich umſomehr dem Wert 0, je größer n 
wird, wird aber nie völlig gleich 0. Durch Teilung kann man 
den Wert 0 nicht erreichen, ſondern ſich ihm nur beliebig nähern. 
Es kann nun in dieſer Weiſe 1 ſo klein gemacht werden, daß es 
gegen 1 gar nicht mehr in Betracht kommt. 

Die Fläche eines jeden Staffeldreiecks nähert ſich alſo bei un— 
endlich klein werdendem dh und damit unendlich wachſendem n dem 


Ausdruck 2 ah. 


E R 1 1 1 
lim A, = lim 2 0 BR A, ah=, ah 
fürn = © 
) 8 1 1 
6) lim A, = lim : ( — +) Clg 2 ah. 
far u 


Die Fläche des Dreiecks /\ liegt ſtets zwiſchen den beiden 
Werten von A, und /\,. Dieſe beiden Grenzen können wir, ins 
dem wir dh immer kleiner und kleiner werden laſſen, enger und 
enger ziehen und ſchließlich für ein unendlich kleines oh zum Zu— 
jammenfallen bringen. Da „Iiſtets zwiſchen ihnen liegt, jo 
muß der Wert von /\ auch mit dieſem Grenzwert zuſammenfallen. 


7) g ah. 


Was alſo anfangs Annäherungsformel für das Dreieck 
war, geht in die ſtrenge Formel über, wenn wir mit den 
Summanden in's Unendlichkleine gehen. 

Ein Blick auf die Figuren zeigt, daß hier A immer genau 
in der Mitte zwiſchen A, u. A, liegt. 


6. 4. I= GL ) 1 0 0 
1 


8) Alſo „F gek 


Ziele Differenz iſt die Summe der Flächen der Sägezähune, 
der ſehr kleinen rechtwinkligen Dreiecke. Sie wird umſo kleiner, je 
kleiner oh und je größer damit n wird, fie nähert ſich dem Wert 0 
für ein unendlich kleines dh und ein damit unendlich wachſendes n 
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) um (A, — A) = im ( — Ar) m (25 ah) = 0 
(ürn = O 


Ein Blick auf die beiden Staffeldreiecke in Fig. 28 läßt dieſen 
Vorgang klar erſcheinen. 


Rang der verſchiedenen ſehr kleinen bezw. unendlich kleinen 
Größen. 


Nehmen wir z. B. mit Bezug auf die vorhergehende Rechnung 
A = 1 m Bei, e en d en 10000 nd 
1 
. eg E e T Te 1 qm = 50 qmm. 


Für dh = In wird pn = 1000000 und 
E 2000 00 1 qm = 0,5 qmm. 
Für dh = la wird n = 1000 000 000 und 


A — A — 1 1 * = 1 eu 
A,—-A=A-A, = 5000000000 am = zg Im =0,0005 mmm 


uſw. 
Aus dieſer Betrachtung erſehen wir folgendes: 


Wenn wir den Inhalt einer Fläche in der Weiſe beſtimmen, 
daß wir ſie in unendlich viele, unendlich ſchmale Lamellen teilen, 
und dieſe Lamellen ſummieren, ſo kommt es weiter gar nicht dar— 
auf an, wie dieſe an ihren Enden begrenzt ſind, ob durch zu ihren 
Längsſeiten ſenkrechte oder ſchiefe Linien. Wir betrachten eine 
ſolche Lamelle immer als ein Rechteck. Ihre Fläche iſt 

N 
wenn J ihre Längsſeite und ox ihre Breite bezeichnet Um dies 
zur beſſeren Vorſtellung noch an einem Zahlenbeiſpiel klarzulegen, 
ſei in Fig. 28 a: Yar= am) Xx = luu, dann ut 
dk = 1000000000 un 1 un = 1000 000000 %% 
— 1000 qu = 0,001 qmm. 
Nehmen wir an, das eine Ende ſei durch eine ſenkrechte, das 


andere durch eine unter 45° geneigte Linie begrenzt, dann iſt der 
Inhalt des vernachläſſigten ſehr kleinen rechtwinkligen Dreieckchens 


0% = 2 N % 2 14 0,000 001 - 0,000001 qmm 
0,000 000 0000005 qmm. 
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Nehmen wir noch an F = 
1 qm = 1000000 qmm, ein 
Vielfaches oder ein Bruchteil da— 
von und vergleichen den Rang der 
3 Größen E, öF, dA, jo erkennen 
wir, daß Ak eine ſehr kleine (un— 
endlich kleine) Größe im Verhält— 
nis zu F iſt und daß dA wieder 
eine ſehr kleine (unendlich kleine) 
Größe im Verhältnis zu Ak ift. 


Wir bezeichnen F als eine 
endliche Größe, db als eine 
ſehr kleine (unendlich kleine) 
Größe erſter Ordnung, dA 
als eine ſehr kleine (unendlich 
kleine) Größe zweiter Ord— 
nung. 


Ein Produkt von 2 unendlich kleinen Größen erſter Ordnung 
gibt eine unendlich kleine Größe zweiter Ordnung, wie ſchon aus 
dem vorhergehenden Zahlenbeiſpiel erſichtlich iſt. 

I mm = endliche Größe, 

0,000 000 001 mm S unendlich kleine Größe 1. Ordnung, 

0,000 000 000 000 000 001 mm — unendlich kleine Größe 

2. Ordnung um, 

Dabei iſt noch zu bemerken, daß eine unendlich kleine Größe gar 
keinen beſtimmten konſtauten Wert hat. Es iſt eine Größe, die ſich 
der Null beliebig nähert ohne ſie zu erreichen. Die eben ange— 
führten Zahlenwerte ſind noch lange keine unendlich kleinen 
Größen. Wir haben ſie nur gewählt um uns über das Rang— 
verhältnis ſehr kleiner bezw. unendlich kleiner Werte Klarheit zu 
verſchaffen. 


Wir dürfen alſo in Summen und Differenzen un- 
endlich kleine Größen erſter Ordnung gegen endliche 
Größen vernachläſſigen, ebenſo unendlich kleine 
Größen zweiter Ordnung gegen ſolche erſter Ord— 
nung uſw. 


Flächeninhalt krummlinig begrenzter Flächen. 


Wir wollen in der folgenden Aufgabe eine Fläche berechnen, 
die auf einer Seite von einer krummen Linie begrenzt wird. 


1 Aufg. Es ſoll die Fläche beſtimmt werden, welche von einer 
Parabel und den Koordinaten eines ihrer Punkte begrenzt iſt. 
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Fig. 29. 


Es ſei ay = x? die Gleichung der Parabel. 
Wir teilen die Absziſſe OA in en ſehr kleine, gleiche Teile 
ox, dann iſt W 


* 7. 20 N — (84x) 


1 a 5 8 * a 
EN: wur 


Errichten wir in den Teilungspunkten die Ordinaten . Ya 

.. . . Zen ſo wird die Fläche OAB in m gleichbreite Lamellen 

geteilt. Ziehen wir durch die Schnittpunkte der Ordinaten mit 

der Kurve die Parallelen zur X-Achje, jo erhalten wir zwei längs 

OB ſtaffelförmig begrenzte Figuren, zwiſchen deren Flächen 

F. u. F, der geſuchte Inhalt F der Figur OAB liegt. f 
3 
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Der Inhalt der durch die äußere Staffellinie begrenzten Figur 
OAB ur 


F. = I dx E Yz dx ＋ ya kJ + u- dx. 
Subſtituieren wir die oben berechneten Werte der y, jo wird 

St (dx)? (2 = BS (ndx)*? d 

F. Ee (LES 4 — — 2 a — E 2] ox 


C ＋ J. R“ 


n(n -I) H LC (1 ag Gi b (md 
KS? D 6 a 
u der) x 

Zen) 5 K 


Der Inhalt der von der inneren Staffellinie begrenzten Figur 
OAB iſt 


F. sp: dx ＋ yz dx ＋ ys dx Sek dE 


Dieſe Fläche iſt augenscheinlich der erſteren kongruent mit 
Ausſchluß von deren letzten Lamelle. 


. = ( ＋ 2 4. & 4 „ + (n Dee 
N ës 1), . 01 u) (2-1) (en) 
57 a MEI kg? 


ide "el x 


9 Die e eee der Reihe + 3˙＋ 4 55... n 
auf die wir noch öfters ſtoßen werden, ſoll hier abgeleitet werden. Es gelingt 
dies in folgender Weiſe: 


a 


11 = 1 
ae = EE ee el 
Sp 2 Tea Brent + 
di. ug ee D, Ek, E ei 
E. e ck ez Pa Sep kb Bh + 
3 WE Ee, EE EE 


= ee CES am Ir 

ar = äist e n W 
Durch beiderſeitige Addition: 

nch ged.. 4 1 4, G . en EE nt 

＋3 (15 25 ＋3˙ T.. ) T3 GUT 23 ＋τ . (C. 


(n 1) = 3 (1 24 3˙ 444... +n)+3- SR 


r 
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Ein Blick auf die Figur läßt uns erkennen, daß wir damit 
den Flächeninhalt F des von der Parabel begrenzten Dreiecks OAB 
zwiſchen die zwei Grenzwerte für F. u. F, eingeſchloſſen haben. 


Es ut und bleibt ſtets F. F F, 


Wenn nun die Vi FR es E kleiner und kleiner 
wid e , ̃Ü—cÄ.m ET RE BR 1 
zuletzt un endlich ein ſo air die Zahl n immer größer und 
größer, zuletzt unendlich groß und damit 2 unendlich klein und 
kann gegen 1 vernachläſſigt werden. 


Bei dieſem Prozeß werden die Staffel- oder Sägezahnlinien 
OB immer feiner und feiner und nähern ſich immer mehr und 
mehr der Parabellinie OB, mit der beide zuſammenfallen, wenn 
ox unendlich klein, unmeßbar klein wird. Nun iſt die Säge— 
ahnlinie auch mit dem feinſten Mikroſkop nicht mehr von der 
Perabelitute zu unterſcheiden. 


Es iſt alſo 
N ` 
uraler) Gu ele ed L.S 
a 6 a S 
fürn = © > 
8 2 ( SS 1 (2 E sl Ge I 
lim F. = lim Sr „„ 
für n = © 
Da F ſtets zwiſchen dieſen Grenzwerten liegt, jo muß 
F e 1 ES — Br 
Ba a 


folglich: 3 + +3°’+. ... n) = (n I) Ze (n+1)—(n-+1) 
3 en 2 * 

U TEE +3)=( GES 

alſo 1 -L-ës-tëst kuss EE 1) 


Oder wenn die enge $ über ee e als bekannt voraus- 
geſetzt werden dürfen, ſo iſt in der ebenfalls als bekannt vorausgeſetzten Schreib— 


weiſe: 
= (n ＋ I) n - n 2 62590 — (1) 


ne San Bit. SU) e -( 


_,@+9)a+D)a 0 ) 
2 1 2 ZC 


= 6h fen Lin — 30 . f . 
EM 
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Folglich muß die Fläche OCB Z des Rechtecks aus x u. y, 

betragen und 
8 3 X 

Wir haben hier wie bei der vorhergehenden Aufgabe über das 
Dreieck den geſuchten Wert zwiſchen zwei Grenzwerte eingeſchloſſen 
und dieſe Grenzen immer enger und enger gezogen, bis ſchließlich 
die beiden Grenzwerte zuſammenfielen und damit auch mit dem 
geſuchten Wert zuſammenfallen mußten. Es erhellt ohne weiteres, 
daß es bei dieſem Prozeß fernerhin gar nicht mehr nötig iſt zwei 
Grenzwerte aufzuſtellen. Es genügt einer. 

Das Dreieck A ift die Grenze eines jeden der beiden Staffel- 
dreiecke A, oder A,. Es wird in jedem Fall aus dem Staffel— 
dreieck erreicht, wenn dh unendlich klein wird. 

Ebenſo iſt die von der Parabel begrenzte Fläche OAB der 
letzten Aufgabe die Grenze einer jeden der beiden Flächen F, oder 
F., welche durch die Staffellinien begrenzt find. Sie wird von 
jeder derſelben erreicht, wenn ox unendlich klein wird. 

Wir werden alſo fortan den geſuchten Inhalt der in der 
Aufgabe angegebenen Fläche als den „Grenzwert“ anſehen und den 
Inhalt der von der Staffellinie begrenzten Fläche als einen 
„Annäherungswert“ betrachten, deſſen Grenzwert eben zu ſuchen iſt. 

e eee ee e 
e e eee ee 


2. Der Flächeninhalt eines Kreiſes und ſeiner Teile. 


Fig. 30. Hier haben wir es mit einer 
anderen Art der Annäherung zu 
tun. 

Wir denken uns den Umfang 
des Kreiſes in ſehr kleine Teile ob 
geteilt, ſo klein, daß wir jedes 
Bogenteilchen als gerade anſehen 
können (dieſe Bogenteilchen brau— 
chen nicht gleich zu ſein) und die 
Radien nach den Endpunkten dieſer 
Bogenteilchen gezogen. Dadurch 
wird die Kreisfläche in ſehr viele, 
ſehr ſchmale, gleichſchenklige Drei— 
ecke, deren Schenkel r ſind, und 
deren Höhen zu den db auch Ser 


geſetzt werden können, geteilt. 
Der Unterſchied zwiſchen r und einer dieſer Höhen iſt ſogar 
ine unendlich kleine Größe 2. Ordnung. 
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Die Fläche des vollen Kreiſes iſt nun 
r. b r 
Die ſämtlichen Glieder haben den gemeinſamen Faktor „ r. 
Deshalb iſt D S SA = > DEE eg e EIN 
Die Fläche des Kreisſektors über dem Bogen bit — 
U 5 r 2 Ab, wobei ſich die Summe > db nur auf Den 
Bogen b erſtreckt. > Ob ër 


Alſo (e Gg = S Dir 


Der Flächeninhalt eines Kreisf Gänge iſt gleich 
dem eines Dreiecks, deſſen Caen dem Kreis— 
bogen und deſſen Höhe dem Kreisradius gleich i ſt. 


Bezeichnet * den zu b Ee, Zentriwinkel im Bogenmaß, 


jo iſt und 
F, = S T2 o. 
Bezeichnet of dieſen Winkel im Gradmaß, ſo iſt 
Se .2 40 
F. r“ ger, 
Fig. 31. 


Der Flächeninhalt eines Kreis— 
ringes iſt u ir 


und der Flächeninhalt eines Aus⸗ 
ſchnitts aus einem Kreisring, wenn 
wir uns wieder die eingangs er— 
wähnte Kleinteilung des äußeren 
Bogens b vorgenommen denken, 


F. 1 E eb -T 0b‘) 
2 ( b) = 2 bb) 


bb“ a b. b⸗ 
E 45 | ä 1 


— Wen 


und wenn wir wieder = und 4 einführen, jo ift 
Dr d und bi = 


vw 1 — 
er 1) = 3 GC 10 5, 


ri 
I 


0 
e — 2 A pe 
Ge Kat 1) 360 
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Der Flächeninhalt eines Kreisſegments iſt die Differenz 
zwiſchen dem Inhalt eines Kreisſektors und dem Inhalt des auf 
ſeiner Sehne ſtehenden gleichſchenkligen Dreiecks. 


Fig. 32. 


Dazu noch die Gleichung: 
Ir eet e 


3. Flächeninhalt einer Ellipſe. 
Fig. 33. 


Eine Ellipſe entſteht aus einem Kreis, wenn wir alle Ordinaten 
u des Kreiſes im Verhältnis 2 verkleinern (oder vergrößern), was 
wir konſtruktiv durch eine geeignete Projektion ausführen können. 
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39 
Wir teilen die Fläche des Viertelkreiſes und der Viertel— 
ellipſe durch Ordinaten in ſehr viele, ſehr ſchmale Lamellen von 
der Breite ex. 
Die Fläche des Kreiſes iſt dann 


F. = d NY n = as 


und der Flächeninhalt der Ellipſe iſt dann 


xzA 


b. 1 B R 48 vu: ex 


Se x 1 2 — D 
Ss e EE E ET IR 


Der Flächeninhalt der Ellipje ijt gleich dem mit 
der Zahl ze multiplizierten Produkt ihrer Halb— 
ach ſen. 

Wir erkennen aus dieſer Figur gleich den folgenden allgemein 
gültigen Satz: 

Der Inhalt der Projektion einer Fläche wird er— 
halten, wenn wir den Inhalt der gegebenen Fläche mit 
dem cos ihres Neigungswinkels gegen die Projek— 
tionsebene multiplizieren. 


In dem eben behandelten Fall iſt > — 0; 


x b 
F. = F. . cos a = r e ab 


4. Das elektriſche Potential. 


Da es für den phyſikaliſchen Unterricht von großem Intereſſe 
iſt, ſo ſoll hier die Formel für das elektriſche Potential entwickelt 
werden. Es fügt ſich gerade hier gut ein, weil ſeine Berechnung 
in anſchaulicher Weiſe durch die Inhaltsberechnung einer Fläche 
verſinnbildlicht werden kaun. 

Der Vollſtändigkeit wegen ſollen auch die elektriſchen Maß— 
einheiten, die hier in Frage kommen, Erwähnung finden: 

1) die Krafteinheit: 1 Dyn = er Gramm. 

2) die Längeneinheit: 1 em. 

3) die Zeiteinheit: 1 Sekunde. 

4) die Einheit einer elektriſchen Ladung (Quantität): 1 Ladungs⸗ 
einheit (1 LE), d. i. diejenige elektriſche Ladung, welche auf eine 
gleichgroße im Abſtand 1 em von ihr befindliche Ladung mit einer 
Kraft von 1 Dyn abſtoßend oder anziehend wirkt. 
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Die Ladung auf einer Kugel wirkt nach außen gerade jo, als 
ob die ganze Ladung im Kugelmittelpunkt konzentriert wäre. 

Das Coulomb'ſche Geſetz, welches hier in Frage kommt, lautet: 
Die Kraft (y), mit welcher zwei elektriſche Ladungen, E (L. E.) u. 
e (L. E.), die den Abſtand x voneinander haben, Ace wirken, 
iſt direkt proportional dem Produkt der beiden Ladungen und um— 
gekehrt proportional dem Quadrat ihrer Entfernung (x) 


y=+ %° (Dm) 
Dieſes Geſetz veranſchaulicht uns die in Fig. 34 dargeſtellte 
Kurve. f 
Fig. 34. 


Die Ladung E im Koordinatenanfangspunkt iſt feſt, die Ladung e 
wird die XK-Achje entlang bewegt. . 

a) Die beiden Ladungen ſeien gleichartig. In dieſem Falle 
ſtoßen die beiden Ladungen einander ab. Wollen wir die Ladung e 
aus der Stellung Jin die Stellung Il bewegen, jo haben wir dabei 
ſtets die veränderliche, abſtoßende Kraft y zu überwinden, alſo eine 
gewiſſe Arbeit zu leiſten. Wird die Ladung e dann in II feſtgehalten, 
ſo bleibt die geleiſtete Arbeit in ihr aufgeſpeichert. Ihre potentielle 
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Energie iſt um dieſen Arbeitsbetrag vermehrt worden (Satz von 
der Erhaltung der Energie). Laſſen wir die Ladung e in II frei, 
jo wird fie von der Ladung E fortgeſtoßen und die vorher auf— 
geſpeicherte Energie wird nun wieder verbraucht. (Die Ladung e 
kann bei dieſer Bewegung Arbeit leiſten.) . 


b) Die beiden Ladungen ſeien ungleichartig. In dieſem 
Falle ziehen fie einander an, e wird gegen die feſte Ladung E hin— 
gezogen. Wollen wir die Ladung e aus der Stellung Il in die 
Stellung I verbringen, jo haben wir ſtets die anziehende Kraft y 
zu überwinden, alſo auch eine gewiſſe Arbeit zu leiſten. 


Welchen dieſer beiden Fälle wir behandeln, iſt für die Be— 
rechnung der Arbeitsgröße, welche längs der Strecke I. . . . . . II 
Shen I I zu leiſten iſt, gleich. 


Wir wollen hier den Fall (a) zugrunde legen: 


Bewegen wir die Ladung e aus I gegen E hin, mit gleich⸗ 
förmiger Geſchwindigkeit, ſo haben wir unterwegs die ſtetig nach 
dem Geſetz 


P. 
EE — (Dyn) 


zunehmende Kraft y zu überwinden. Wir müſſen alſo ſtets eine 
gleich große Kraft aufbieten. 


Die Arbeitsleiſtung längs der nächſten ſehr kleinen Strecke ds 


iſt, wenn wir die Kraft y, = * (Dyn) nehmen, 
SC IX — > a . x,.,) (em-Dyn), etwas zu klein, weil y. 


während der Bewegung etwas wächſt, und wenn wir die Kraft 


ESTER) 
Ven = x,» (Dyn) annehmen, 
ſo iſt 11 8 A (x, — X.) (em-Dyn), etwas zu 


Drop, weil y. > v, ert am Ende dieſer kleinen Bewegung vor— 
handen iſt. 


In beiden Fällen wird die Arbeit durch die Fläche der La— 
melle von der Breite de dargeſtellt. Wenn dx unendlich klein wird, 
jo können wir jeden dieſer beiden Ausdrücke (y, oder y,,) nehmen; 
denn ſie unterſcheiden ſich dann nur durch eine unendlich kleine 
Größe. (Siehe Seite 32). Wir ſind alſo ſicher auch berechtigt 
jeden Mittelwert von y, und y,, einzuſetzen. Wählen wir als 
ſolchen das geometriſche Mittel, ſo erhalten wir einen für die wei— 
tere Rechnung ſehr bequemen Ausdruck. 
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Das geometriſche Mittel zwiſchen y, und y,, iſt befanntlich 


L un DEE V er E Gei? = x, Sg (Dyn). 


Die Arbeitsleiſtung längs der Strecke dx iſt hiernach 
W 3 (x, — x,,) em-Dyn 


a ET 


e 


X. 


a 1 
= E · e ( KAES ) em-Dyn 


Die Geſamtarbeit, welche während der Bewegung der Ladung e 
längs der Strecke I. . . ... II zu leiſten iſt, wird dem Wert nach 
dargeſtellt durch die Fläche, welche von der X-Achje (I. . . . . II), 
den beiden Ordinaten y u. y, und dem dazwiſchen liegenden Stück 
der Kurve begrenzt iſt. 


Es iſt alſo dieſe Arbeit: 


bis II. 
Ss H dk S3 y dx (em-Dyn) 
` von I 
oder 
A > E. e SS: — 8 ) em-Dyn, von I bis II genommen. 


Ausführlich geſchrieben: 
e 1 1 I 1 1 1 
N N Eee 


was den einfachen Ausdruck 
A ke E = 8 em-Dyn 
x RE 


ergibt. 

Wird die Ladung e aus unendlicher Ferne (x, S ) bis auf 
die Entfernung x an die Ladung E heranbewegt, jo iſt, da = 0, 
die zu leiſtende Arbeit: 


2 — SE (em- Pyn) 
Setzen wire = 1 LE, jo wird 


* ＋ em-Dyn (Erg). 


Dieſen Ausdruck bezeichnen wir als das „Potential“ der 
Ladung E inbezug auf einen Punkt in der Entfernung x. Es 
ijt die Arbeit, welche zu leiſten iſt, wenn 1 LE aus 
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unendlicher Ferne bis auf den Abſtand x an die La⸗ 
dung E beranbewegt wird oder, da dieſe geleiſtete Arbeit 
in der LE aufgeſpeichert bleibt, ſolange dieſe ſich in der Entfer— 
nung x befindet: Es iſt die potentielle Energie oder 
Spannung, welche die Ladung E einer LE, die ſich 
in e em Abſtand von ihr befindet, erteilt. 


Damit iſt unſere Aufgabe gelöſt. Wir wollen im Anſchluſſe 
hieran aber doch noch die Potential- oder Spannungseinheit defi— 
nieren. Wir gelangen zu ihr, wenn wir E auch noch gleich 1 LE 
und X = 1] em ſetzen. 

1 PE = Lee em-Dyn = 1 em- Dyn = 1 Erg. 

Unter der elektr. Potential- oder Spannungs- 
einheit verſtehen wir die Arbeit, welche zu leiſten iſt, 
wenn eine Ladungseinheit (1 LE) aus unendlicher 
Ferne bis auf lem Abſtand an eine andere Ladungs—- 
einheit heranbewegt werden ſoll, oder: wir verſtehen 
unter 1 PE diejenige potentielle Energie, welche 
1 LE einer andern LE, die ſich in Lem Abſtand von 
ihr befindet, erteilt. 


In dem Maß der mechaniſchen Arbeit ausgedrückt iſt 
le — 
1 PE = 1 cm-Dyn = 981 


Da die beiden ſo definierten elektriſchen Einheiten, 1 LE und 
1 PE, ſich als nicht recht geeignet erwieſen (die Ladungseinheit 
iſt für den praktiſchen Gebrauch viel zu klein, die Spannungseinheit 
noch zu groß), ſo hat man auf Grund derſelben laut internationalem 
Uebereinkommen die folgenden feſtgeſetzt: 


Einheit der Quantität: 1 Coulomb S 3000 000000 LE. 


em g. 


Einheit der Spannung: 1 Volt = 500 PE 
1 
= 300 em-Dyn (Erg.) 


Einheit der Stromſtärke: 1 Ampere. 


Dieſe Stärke beſitzt ein elektriſcher Strom, wenn in jeder 
Sekunde 1 Coulomb durch die Leitung fließt. 
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III. Mleſfung und Berechnung der Oberfläche 
und des Nauminhaltes von Nörpern. 


Um den Rauminhalt oder das Volumen eines Körpers meſſen 
zu können müſſen wir zunächſt Einheiten für den Rauminhalt be— 
ſtimmen. Wir nehmen den Rauminhalt eines Würfels (cubus), 
deſſen Kaute einer Längeneinheit gleich iſt, als Volumen- oder 
Kubikeinheit und erhalten jo die verſchiedenen Kubikeinheiten, welche 
den Längeneinheiten unſeres metriſchen Maßſyſtems entſprechen: 
ebm, edm, cem, emm, Zerlegen wir einen ſolchen Würfel durch 
Parallelſchnitte zu den drei in einem Endpunkte zuſammenſtoßenden 
Flächen in die nächſt kleineren Kubikeinheiten, ſo erhalten wir, wie 
ein Blick auf Fig. 35 erkennen läßt, deren 1000 an Zahl. 


1 ebm = 1000 dm = 1000000 cem 1000 000 000 emm 
1 dm = 1000 cem 1000 000 emm 
cem 1000 emm, 


Der Vollſtäudigkeit doe jeien auch noch die Volumeneinheiten 


für Flüſſigkeiten, die j lüſſigkeits- oder Hohlmaße angeführt: 
EN d cdm 
IS ram 


E fit 100 el = 1000 ml 


1 dl UNK alt 9 
u 10 ml 
1 ml 1 cem. 
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1. Der Rechtecker. 

Der Rechtecker iſt ein kiſtenförmiger, überall rechtwinkliger Körper 
(Quader, Ziegelſtein, Zigarrenkiſte). Seine Begrenzungsflächen ſind 
6 Rechtecke, von denen je zwei gegenüberliegende kongruent ſind. 
Er zeigt 8 rechtwinklige körperliche Ecken und 12 Kanten, von denen 
dreimal je vier gleich und parallel ſind. 


Fig. 36. 


Es ſei z. B. die Länge eines Rechteckers 8 m, ſeine Breite 
6m und ſeine Höhe 5 m. Dieſen Körper können wir durch ebene 
Parallelſchnitte mit den Seitenflächen in ebm teilen und ſo er— 
halten wir als den Rauminhalt des Rechteckers 

= S8 6 i chn = 240 l em e eee 

Wir erhalten alſo den Rauminhalt eines Rechteckers, deſſen 
Seiten durch ganze Zahlen in ein und derſeben Längeneinheit aus— 
gedrückt find, in den dieſer Längeneinheit entſprechenden Kubif- 
einheiten, wenn wir die Maßzahlen von Länge, Breite 
und Höhe miteinander multiplizieren. 

Des kürzeren Ausdrucks und der bequemeren Feſtſtellung der 
Dimenſionen oder des Grades eines zuſammengeſetzteren algebraiſchen 

Ausdruckes wegen treffen wir auch hier das Uebereinkommen, daß 
wir den Rauminhalt von 240 ebm auffaſſen wollen als das Produkt 
der drei Strecken 8 m, 6 m und 5 m, obgleich dieſe Auffaſſung 
arithmetiſch unzuläſſig iſt. f 
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Wir ſchreiben alſo fortan 
vV=8m-6m-5m = 240 cbm*) und jagen: 


Der Rauminhalt eines Rechteckers iſt gleich dem 
Produkt aus Länge, Breite und Höhe (oder Tiefe). 


Sa HEEN 


wenn a, b und e die Längen der in einer Ecke zuſammenſtoßenden 
Kanten bezeichnen. 


Die Oberfläche des Rechteckers iſt: 
O = 2 (ab + ac + be). 
Darſtellung eines Rechteckers durch Normal-Projektion. 
Fig. 37. 


D el D * Ae 
nee Salmus». Wel 
* E — 


Ca 


Dn undrios. 
D 


Die eben angeführte Formel, V — abe, ſetzt zunächſt voraus, 
daß a, b und e ganze Zahlen find und zwar in ein und derſelben 
Längeneinheit ausgedrückt. 


Wir wollen auch hier mit einem Zahlenbeiſpiel uns klarlegen, 
wie die Berechnung des Rauminhalts ſich geſtaltet, wenn a, b und e 
gebrochene Zahlen ſind, und da wir praktiſch doch nur noch mit 
Alſo auch 240 ebm: 5m = 48 qm 
240 ebm: 48 qm = 5 m. 
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| 
Dezimalbrüchen zu rechnen pflegen, jo wollen wir uns auch hier au 
Dezimalbrüche beſchränken. Es ſei a = 8,647 m; b = 6,34 m; 
b 


Da die oben entwickelte Formel vorläuſig nur Geltung hat, 
wenn Länge, Breite und Höhe durch ganze Zahlen in einer Längen— 
einheit ausgedrückt ſind, ſo müſſen wir um dies bei dem gewählten 
Beiſpiel zu erreichen 1 mm als Längeneinheit wählen. 


Dann iſt: a = 8647 mm, b = 6340 mm, ce = 5300 mm 
und V = 8647 mm 6340 mm 5300 mm 
— 8647 - 6340 - 5300 emm 
EE AEN re 
25941 
34588 
54821980 
27410990 
16446594 
V = 290556494000 emm. 


Oder wenn wir dieſes Nejultat in ebm umschreiben wollen: 
V 290,556494000 cbm. 


Es ergibt ſich augenſcheinlich genau dasſelbe Reſultat, das 
Komma kommt nach dem Multiplikationsſatz für Dezimalbrüche an 
dieſelbe Stelle, wenn wir das Produkt der urſprünglich gegebenen 
gebrochenen Zahlen bilden: 


V = 8,647 m. 6,34 m -5,3 m 
V = 8,647 - 6,34 - 5,3 cbm 
V = 290,556494 cbm. 


Haben wir bei einem anderen Beiſpiel genauere Angaben, 
etwa auf 0,1 mm — 1 decimillimeter genaue, jo nehmen wir 
eben I dmm als Längeneinheit, berechnen den Rauminhalt in 
edmm und verwandeln dieſe in ebm. Berechnen wir anderer— 
ſeits das Produkt der durch gebrochene Zahlen in m ausgedrückten 
drei Kanten, ſo kommt das Komma genau an dieſelbe Stelle, 
die es bei dem vorhergehenden Produkt nach der Umwandlung der 
edmm in ebm einnimmt. 

Es erhellt hieraus, daß die oben entwickelte Formel für den 
Rauminhalt des Rechteckers 


V=a:b-c 


auch dann gilt, wenn a, bu. e gebrochene Zahlen find. Wir 
erhalten den Rauminhalt um ſo genauer, je genauer wir Länge, 
Breite und Höhe zu meſſen vermögen. Der genaue Rauminhalt 
iſt der Grenzwert des aus den gemeſſenen Strecken berechneten. 


Was iun wir bei der vorhergehenden Aufgabe, wenn wir die drei Zahlen 
8,647; 6,34 und 5,3 miteinander multiplizieren? 
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Wir zählen: 

1) Die Zahl der ganzen ebm, welche wir in den Rechtecker von einer Ecke 
aus aneinanderſtoßend hineinbringen können. 

Es find 8. 6. 5 ebm = 240 ebm. 


2) Die Zahl der ganzen cdm, welche wir an dieſe angeſtoßen noch unter— 
bringen können. Nr find 


80 60 3 ＋ 80 3. 50 ＋ 6- 60 50 edm = 44400 cdm 
＋ 80 8 3 J 660. E T 6. 8- 50 om = 2700 odm 
＋ 6 33 ed 54 cdm 


im ganzen 47 154 cdm 


3) Die Zahl der ganzen cem, welche wir an den nun gebildeten Recht⸗ 
ecker angeſtoßen noch unterbringen können. Es ſind 


860 - 4- 530 + 4. 680 - 530 cem = 3 158 800 cem 
＋ 4. 4 530 eem — 8 480 cem 
3 167 280 eem 
4) Die Zahl der emm, welche wir nun noch hineinbringen. Es ſind 
7. 6340 - 5300 emm = 235 214000 emm 


Die Summe dieſer vier Poſten gibt auch das Volumen des Rechteckers. 
VS 20 ebm 
47,154 
3,167 280 
＋ 0,235 214 „ 
V 290,556 494 ebm 
e Iſt dieſer Rechtecker ein gedachter Körper, jo iſt dies ſein genauer Raums 
inhalt. 


Sind die 3 Ausmaße aber von einem phyſiſchen Körper abgenommen, 
haben wir dabei mit vollkommen genauen Maßſtäben auf mm genau ge— 
meſſen, d. h. in der eingangs erwähnten Art auf mm abgerundet, ſo iſt die 
äußerſte Fehlergrenze (nicht der wirkliche Fehler!) 

+ (8647. 6340 + 8647 . 5300 ＋ 6340. 5300) - 0,5 emm 

= + 67 126 540 emm — 67,13 edm. 

Ein phyſiſcher Rechtecker von dieſen Dimenſionen könnte der 
ohlraum eines Zimmers oder eines Waſſerbehälters oder ein 
Mauerkörper ſein. 

Bei dieſen Körpern hat jedoch eine Meſſung auf mm genau 
keinen praktiſchen Sinn mehr. Eine Genauigkeit auf 1 em iſt 
hier mehr als genügend. 

Würfel. 


Werden beim Rechtecker die 3 in einem Eckpunkt zuſammen— 
ſtoßenden Kanten einander gleich, 


C = b ez 


ſo haben wir einen Würfel vor uns. Dieſer iſt von 6 kon— 
gruenten Quadraten begrenzt und hat 12 gleichlange Kanten. 


Hi 


Seine Oberfläche iſt alſo S 
und ſein Rauminhalt 8 
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2. Das ſenkrechte dreiſeitige Prisma. 


Drei Ebenen, deren Schnittlinien parallel ſind, begrenzen einen 
prismatiſchen Raum. Zwei weitere parallele Ebenen, die zu dieſen 
Schnittlinien nicht parallel ſind, begrenzen von dieſem prismatiſchen 
Raum einen Körper, ein dreiſeitiges Prisma, und wenn ſie ſenk— 
recht zu den Seitenkanten des Prismas ſtehen, ein ſenkrechtes 
dreiſeitiges Prisma. 

Fig. 38. 


Fre 
S.T GI? 
Ke DE 


A 


Seine Grund- und Deckfläche find kongruente Dreiecke, ſeine 
Seitenflächen Rechtecke, ſeine Seitenkanten find gleichlang (= Höhe 
des Prismas). Bezeichnet A den Inhalt der Grundfläche und h 
die Höhe des Prismas, ſo iſt ſeine Oberfläche 


(EAR (a ＋ b Ih 


Wir können nun wie die vorſtehende Fig. 38 zeigt das ſenk— 
rechte dreiſeitige Prisma auf ſehr einfache Art in einen volumen— 
gleichen Rechtecker von gleicher Feb, verwandeln (auf 6 verſchiedene 
Arten möglich). Wir verwandeln die Grundfläche in ein Rechteck, 
R welches die eine Seite a mit dem Dreieck gemeinſam hat und Defien 
andere Seite gleich der halben zugehörigen Höhe he des Dreiecks iſt. 

p 4 
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Zerſchneiden wir das Prisma durch die Lotebenen durch MN 
und AS in drei Prismen, jo erhalten wir, wenn wir das Prisma 
über ANS um NN‘ und das über ANS um MM’ umklappen, den 
Rechtecker, welcher den gleichen Rauminhalt hat wie das dreiſeitige 
Prisma,“) Es iſt alſo das Volumen des ſenkrechten dreiſeitigen 
Prismas 
RN | 


2 — 


Y=a 


3. Das ſenkrechte n:jeitige Prisma. 


Legen wir immer durch zwei aufeinanderfolgende von n pa⸗ 
rallelen Geraden eine ebene Fläche, jo wird durch dieſe n-Flächen 
ein prismatiſcher Raum begrenzt. Zwei zu ſeinen Kanten normale 


Fig. 39. 


*) Es empfiehlt ſich ein Modell herzuſtellen, was ja mit jehr einfachen 
Mitteln möglich iſt. Man klebe auf die Vorderſeite MN des Rechteckers ein 
ſehr dünnes Tuch (Gaze); dann kann man die Umklappung bequem vornehmen. 
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Ebenen jchneiden einen allſeitig begrenzten Körper aus, den wir 
als ein n-ſeitiges ſenkrechtes Prisma bezeichnen. Ein ſolches 
iſt in Fig. 39 durch Grund- und Aufriß dargeſtellt. 

Grund- und Deckfläche des Prismas find kongruente n-Ede, 
ſeine Seitenflächen ſind Rechtecke, ſeine Seitenkanten ſind gleichlang 
(Höhe des Prismas). i f 

Die Mantelfläche des Prismas beſteht aus m Rechtecken und iſt ſomit 

M= (a E be )h 

Die geſamte Oberfläche iſt, wenn G den Inhalt der Grund» 
fläche bezeichnet, 

O = 20 ＋＋ (a- be )h 

Wir können ein ſolches Prisma durch Ebenen, die durch je 
zwei Seitenkanten gehen, in (n — 2) dreiſeitige Prismen zerlegen. 

Sein Rauminhalt iſt alſo nach (2): 

V= . h ＋ A, h ＋ A, h = 

(O. LA . G. . 
N 


4. Der ſenkrechte Kreiszyl inder. 


Der ſenkrechte Kreiszylinder ent— 
ſteht, wenn ein Rechteck um eine 
ſeiner Seiten, die feſtliegende Achſe 
iſt, rotiert. Dabei beſchreibt die zu 
dieſer parallele Seite die Mantel— 
fläche des Zylinders, während die 
beiden anderen Seiten Grund- und 
Deckfläche, welche zur Achſe normal 
geſtellte, kongruente Kreisflächen ſind, 
beſchreiben. Die Rechtecksfläche be— 
ſchreibt den Zylinder-Körper. 

Wir können den ſenkrechten Zy— 
linder als ein Prisma mit ſehr vielen 
(unendlich vielen), ſehr ſchmalen 
(unendlich ſchmalen) Seitenflächen 
anſehen. Schneiden wir die Zylinder— 
fläche längs einer Mantellinie (Er— 
zeugenden) auf, ſo können wir ſie 
in die Ebene ausbreiten oder ab— 
wickeln und erhalten ſo ein Rechteck 
(Fig. 41), deſſen eine Seite gleich dem 
Umfang des Grundkreiſes 2 r*) und 


— * 


- Fig. 41. e 


EES 


1 * 
„„ 


l 
| 
l 
| 
j 
j 
| 


3 


Ar CiH. orga 


°Attp 


2 
deſſen andere Seite gleich der Zylinderhöhe h wm. Alſo iſt die 
Mantelfläche des ſenkrechten Kreis-Zylinders 

M — Zrrh 


und feine ganze Oberfläche 
0 = Ser? ＋ äh = Ser (r ＋ h) 


Sein Rauminhalt ift wie der des nsjeitigen Prismas gleich dem 
Produkt aus Grundfläche und Höhe, alſo 
sech 

Iſt die Grundfläche eines ſenkrechten Zylinders eine Ellipſe, jo iſt 
V = rrabh, wenn a und b die Halbachſen dieſer Ellipſe find. 

Legen wir an zwei diametral gegenüberliegenden Punkten des 
Grund- und Deckkreiſes zwei Tangenten, ſo ſind dieſe parallel und 
die durch ſie beſtimmte Ebene ſchneidet den Zylinder augenſcheinlich 
in zwei kongruente Teile, Zylinderhufe (Siehe Figur 41). Die 
ſchräge Deckfläche eines Zylinderhufes iſt die Fläche einer Ellipſe, 
deren Halbachſen r und > find. (d — Abſtand jener Punkte). 

Bei der Abwicklung der Zylinderfläche geht dieſe Schnitt- 
Ellipſe in eine wellenförmige Linie über, eine Linie, auf die wir 
bei mancherlei Studien ſtoßen: Sie erſcheint noch, wenn wir eine 
Schraubenlinie in eine zur Schraubenſpindelachſe parallele Ebene 
ſenkrecht projizieren und ſie begegnet uns wieder als Wellenlinie 
in der Akuſtik. 


Die Mantelfläche des Zylinderhufes M“ S nrh. 
Die Oberfläche des Zylinderhufes 


O0“ S nr Lat 4 + zrh=ar(r—+ s h , worin 


7 — Fr 6 20 


und der Rauminhalt des Zylinderhufes 


Me A reh 


Bei allen Körpern mit ſenkrechten Wänden tft bei 
parallelen Grund- und Deckflächen der Rauminhalt 
gleich dem Produkt aus Grundfläche und Höhe ggleich— 
gültig, welche Form die Grundfläche hat). 


v=6-h. 
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Die Mantelfläche eines Kreiszylinders, 
Detten Deckfläche ſchräg abgejchnitten tft, (Fi— 
gur 42), iſt, wenn h und h' die längſte und 
kürzeſte Mantellinie bezeichnen, 


M“ = ar (hh) 


und ſein Rauminhalt 


NY Au Se 


5. Das ſchiefe Prisma. 


Fig. 43. 


Dieſes wird aus einem pris— 
matiſchen Raum durch zwei 
parallele Ebenen, die ſchief 
zu ſeinen Kanten ſtehen, 


ausgeſchnitten. Grund— Grund— 


und Deckfläche ſind kon— und Deck— 
gruente n-Ecke, die fläche. 

Seitenflächen Pa— Unter dem 
rallelogramme. Alle Normalſchnitt 


Seitenkanten ſind 
gleichlang. Unter 
der Höhe h des 
ſchiefen Pris— 
mas verſte— 
hen wir den 
ſenkrechten 
Abſtand 
von 


eines ſchiefen 
Prismas ver— 
ſtehen wir den 
Schnitt mit einer 
zu ſeinen Seiten— 
kanten ſenkrechten Ebe— 
ne. Wollen wir die 
Abwickelung oder das 
Netz der Mantelfläche 
eines ſchiefen Prismas her— 
ſtellen, ſo müſſen wir zunächſt 
einen Normalſchnitt konſtru— 
ieren und deſſen wahre Geſtalt 
beſtimmen, ſo, wie es in Fig. 44 
geſchehen. Das Prisma iſt ſo 
geſtellt, daß ſeine Grundfläche in 

die T. fällt und ſeine Seitenkanten 
parallel zur "De verlaufen. E. (S. Se) 
ſteht ſenkrecht zu dieſen Kanten und 
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damit ſenkrecht zur T2. Beim Ausbreiten der Mantelfläche in eine 
Ebene ſtrecken ſich die Kanten des Normalſchnitts in eine Gerade 
aus, zu der die Seitenkanten des Prismas ſenkrecht ſtehen. 


Fig. 44. 


Wa Pre: walk 
a des Normal 
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Da wir hier das Prisma jo geftellt haben, daß feine Seiten: 
kanten parallel zur Ja find, jo Delen ſich in der "TT: dieſe Kanten 
und ihre Teile vom Normalſchnitt aus in der wahren Größe dar, 
können alſo dem zweiten Riß unmittelbar entnommen werden. 

Bezeichnen G den Inhalt der Grundfläche, a, b, e . . . die 
Kanten des Normalſchnitts, ! die Länge der Seitenkanten, ſo iſt 
die Oberfläche des ſchiefen Prismas: 


LEE NES E SE EEN ERT 


Um den Rauminhalt eines ſchiefen Prismas feſtzuſtellen, können 
wir zunächſt in empiriſcher Weiſe vorgehen: 

Wir ſtellen eine Reihe von prismatiſchen, verſchieden ſchiefen 
Blechgefäßen her, welche alle kongruente (oder nur gleiche) Grund— 
flächen und gleiche Höhen haben, darunter auch ein ſenkrechtes 
Prisma. Füllen wir eines dieſer Hohl-Prismen mit Waſſer und 
gießen die Waſſermaſſe nacheinander in die andere um, ſo finden 
wir, daß alle den gleichen Rauminhalt haben. 

Oder: Wir laſſen uns aus möglichſt homogenem Material 
(Metallguß, Glas) verſchiedene ſchiefe Prismen von gleichen Grund— 
flächen und gleichen Höhen herſtellen, darunter auch ein ſenkrechtes 
Prisma. Wir finden, daß dieſe Prismen alle gleiches Ge— 
wicht haben. Folglich müſſen ſie auch gleiches Volumen 
haben, gleich dem des ſenkrechten Prismas. Aus dieſen Verſuchen 
ergibt ſich: Der Rauminhalt eines ſchie fen Prismas tft 
gleich dem Rauminhalt eines ſenkrechten Prismas, 
welches dieſelbe Grundfläche und dieſelbe Höhe hat. 

n 


Um den Rauminhalt des ſchiefen Prismas durch rein mathe— 
matiſche Behandlung zu finden ſtellen wir folgende Infiniteſimal— 
betrachtung an: 

Wir zerſchneiden das Prisma durch zur Grund- und Deck— 
fläche parallele Ebenen in mgleichdicke Lamellen von der Dicke 
oh, dann iſt m eine ſehr SE Zahl, ah eine ſehr kleine Strecke 
und n- dh = h (Siehe Fig. 45). 

Dieſe Lamellen können wir augenſcheinlich ſo übereinander— 
ſchieben, daß ihre entſprechenden Eckpunkte in ſenkrechte Gerade zu 
liegen kommen. Dieſer Lamellenſtoß gleicht einem ſenkrechten Pris— 
ma, das nun die gleiche Grundfläche und die gleiche Höhe und 
den gleichen Rauminhalt wie das ſchiefe Prisma hat. Aber ſeine 
Seitenflächen find Feilenflächen. 

Der Feilenſchlag wird umſo feiner, je kleiner dh wird. 

Für dh = 0,1 mm ift er ſchon ſehr fein, für dh = 0,91 mm 
.. q le... iſt er mit Taſt- und Gefühlsſinn gar nicht mehr 
wahrnehmbar und für . . .. 1% und darunter auch nicht mehr 
mit unſeren feinſten Mikroskopen. 
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Je kleiner alſo dh wird, deſto mehr nähern ſich die jeitlichen 
Feilenflächen ebenen Fläche n. 

Bei dieſem Prozeß bleibt aber die Summe des Rauminhalts 
aller Lamellen konſtant. 

Folglich iſt der Rauminhalt eines ſchiefen Pris— 
mas gleich dem eines ſenkrechten von gleicher Grund— 
fläche und gleicher Höhe. 

Sn 

Nach dieſer Betrachtung wird fortan die Verſchiebung der 
Lamellen um daraus einen 1 5 bekannten Körper zu bilden gar 
nicht mehr nötig ſein. Es iſt nicht von Belang, wie dieſe unend— 
lich dünnen Lamellen am Rande begrenzt ſind, ob durch zu den 
parallelen Grundflächen ſenkrechte oder ſchiefe Flächen. Wir nehmen 
das erſtere an und betrachten nun den gegebenen glatten Körper 
als die Grenze des Staffelkörpers. Der Rauminhalt einer ſolchen 
Lamelle iſt AN = f - dh und der des ganzen Körpers 

h h 


Day = . on. 
In unſerem Falle iſt 
s- ch = G eh == Gh 


(da 6 gemeinſamer Faktor) 
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Es iſt auch gar nicht mehr notwendig, daß die dh alle gleich 
ſind, ſie ſollen nur ſehr klein ſein, unendlich klein. 

Bei dieſer Teilung in Lamellen und bei Summierung des 
Rauminhalts derſelben begehen wir an jeder Lamelle ſcheinbar einen 
kleinen Fehler, indem wir ſie bei der Volumenberechnung als ſenk— 
rechtes Prisma (oder als ſenkrechten Zylinder) betrachten, während 
ſie doch am Rande abgeſchrägt iſt. Um uns nun über den 
Rang dieſer ſehr kleinen bezw. unendlich kleinen Raumgrößen 
Klarheit zu verſchaffen wollen wir folgendes Beiſpiel in Rechnung 
ziehen. Wir betrachten eine Lamelle, deren Grundfläche nach Form 
und Inhalt 1 qm ſei. 

1) Nehmen wir an, dieſe Lamelle ſei 1 mm dick, dann iſt 
ihr Rauminhalt bei ſenkrechter Randbegrenzung: 
öV = 1000000 q mm imm = 1000000 emm —= I edm. 

Nehmen wir ferner an, dieſe quadratiſche Lamelle werde rings— 
um unter 45“ abgeſchrägt, dann iſt das Volumen des an den 
vier Seiten angefügten oder weggenommenen Prismas von gleich— 
ſchenklig-rechtwinkligem Querſchnitt: 

NL 1. . 1000 m = + 2000 cmm —0,002 cdm. 

Wir wollen dieſen Rauminhalt der Abſchrägung als den 
„Randfehler“ der abgeſchrägten Lamelle im Vergleich mit der 
ſenkrecht zugeſchnittenen bezeichnen. 

2) Machen wir nun dh — 1, jo iſt der Rauminhalt dieſer 
Lamelle bei ſenkrechter Abgrenzung: 
dN = 1000 000 - 1000 000 - Leu = 1000 000 000 000 cu = Leem 
und der Randfehler der unter 45“ abgeſchrägten Lamelle: 

AN —＋ 4111000 000 cu = 2000 000 cu 
= 0,002 emm = ‚0,000 002 cem. 

3) Nehmen wir noch die Dicke der Lamelle dh = Jun, jo iſt 
ihr Volumen bei ſenkrechter Abgrenzung: 

dV = 1000 000 000 - 1000 000 000 - 1 C 

— 1000 000 000 000 000 000 c = 1 emm 
und der Randfehler bei 45“ Abſchrägung: 
AN — + 4: „ 1: 1: 1000 000 000 %% — 2000 900000 C 


5 
TE 0,000 000.002 emm. 


Aus dieſem einfachen Zahlenbeiſpiel erhellt, daß der Rand— 
fehler im Verhältnis zum Raumiuhalt der zugehörigen Lamelle um 
ſo kleiner ausfällt, je kleiner deren Dicke wird. 


Fr — 0,002 bezw. = 0,000002 bezw. S 0,000 000 002 u. ſ. w. 
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Wenn alſo dh und damit AN ſehr klein (unendlich klein) wer- 
den, jo wird der Randfehler eine ſehr kleine (unendlich kleine) 
Größe zweiter Ordnung, die als Summand und als Subtra- 
hend gegenüber der erſteren Größe gar nicht mehr in Betracht kommt. 

Um hier nur einige Beiſpiele anzuführen, die ſpäter immer wieder vor— 
kommen, ſo werden wir alſo fernerhin ſetzen: 

il 
7 dx ＋ 2 dx. dy y dx (Fläche einer ebenen Lamelle, ſiehe Seite 32), 
(2x ＋ dx) ds = 2nx - ds (Fläche einer Lamelle auf einer Umdrehungsfläche), 
5 
f. dx ＋ 2 dx - dy- u = f- dx (Rauminhalt einer Körperlamelle) uſw. 
aber nur unter der Vorausſetzung, daß dx, dy, ds, „unendlich kleine 
Größen“ (1. Ordnung) find, iſt das zuläſſig. 
In den in der Integralrechnung üblichen Zeichen geſchrieben 


llautet nun die vorhergehende Gleichung (Seite 57): 

= h h 

— = fe dd . 

= Lies: „Integral von G mal dh, genommen (ſummiert) von o bis h.“ 

> 6. Schiefer Zylinder. 

= Dieſer ſteht zum ſenkrechten Zylinder über derjelben Grund— 

E fläche und von der gleichen Höhe h in dem gleichen Verhältnis 
wie das ſchiefe Prisma zum ſenkrechten Prisma. 

2 Sein Inhalt iſt alſo V — rr?h, wenn Grund- und Deck— 

= fläche kongruente Kreiſe mit dem Radius r, V = nabh, wenn 

ci dieſe Flächen kongruente Ellipſen mit den Halbachſen a und b find. 

* 

— 7. Die Pyramide. 


Denken wir uns von einem Punkt S aus m Strahlen gezogen, 
dieſelben in irgend einer Reihenfolge 
nummeriert und durch je 2 aufeinander— Fig. 16. 
folgende eine ebene Fläche gelegt, ſo 
begrenzen dieſe Flächen einen ſogen. 
pyramidalen Raum. Schneiden wir 
dieſen mit einer Ebene, ſo wird da— 
durch ein Körper begrenzt, den wir 
als Pyramide bezeichnen. Ihre 
Grundfläche iſt ein m-Eck, ihre Seiten- 
flächen ſind Dreiecke, welche in der 
Spitze S der Pyramide eine gemeinſame 
Ecke haben. Unter der Höhe einer 
Pyramide verſtehen wir die Senkrechte h 
aus der Spitze zur Grundfläche G. 

Die Oberfläche der Pyramide iſt 


O = GE Ki A, , wenn die Seitenflächen A. Ar Za... A, 


12 1 
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Darftellung einer Pyramide mit Netz. 


Fig. 47. 


A * 51 * © e 


Kaes 


"LA Se. 


Während es, wie wir auf Seite 25 gezeigt haben, leicht mög— 
lich iſt ein Dreieck durch Zerſchneidung in 3 Teile in ein Rechteck 
zu verwandeln und, wie wir auf Seite 49 dargelegt haben, ein 
ſenkrechtes Prisma in einen Rechtecker, ſo mißlingt jeder Verſuch 
ein ſchiefes Prisma (ſpez. Fälle ausgenommen) oder eine Pyramide 
durch eine endliche Teilung in ein ſenkrechtes Prisma bezw. in einen 
Rechtecker umzuformen. Dies iſt nur durch eine unendliche Klein— 
teilung möglich. 

Es iſt wohl zu erwarten, daß der Rauminhalt der Pyramide 
ein Bruchteil des Produktes G - h fein wird. 


S nt 
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Um nun den Zahleufaktor k (E < 1) zunächſt bloß auf dem 
Wege der Erfahrung kennen zu lernen laſſen wir uns folgende 
Modelle herſtellen: 

a) Hohle dreiſeitige Pyramiden von kongruenten (oder nur 
gleichen) Grundflächen und gleichen Höhen. Im übrigen ſollen die 
Formen verſchieden ſein. Dazu noch ein dreiſeitiges, ſenkrechtes 
Hohlprisma von der gleichen Grundfläche und der gleichen Höhe, 
wie ſie dieſe dreiſeitigen Pyramiden haben. 

Füllen wir nun eine dieſer Hohlpyramiden mit Waſſer und 
gießen dieſe Waſſermaſſe nacheinander in die andern um, ſo finden 
wir, daß alle dieſe dreiſeitigen Pyramiden gleichen 
Rauminhalt haben, und gießen wir die Füllung einer Pyramide 
in das zugehörige ſenkrechte Prisma, ſo finden wir, daß gerade 
drei ſolche Füllungen den Rauminhalt des Prismas ausmachen. 
Damit iſt nun der Faktor k gefunden. Das Volumen einer drei— 


1 e 
ſeitigen Pyramide v — 5 G 


) Aus homogenem Material (etwa aus Meſſing oder 
Glas) einige dreiſeitige Pyramiden (Tetraeder) mit kongruenten 
(oder nur gleichen) Grundflächen und gleichen Höhen, im übrigen von 
verſchiedener Form. Wir wägen dieſe Körper und finden, daß ſie 
alle gleiches Gewicht haben. 

Bezeichnen V., Vz, Va ... ihre Rauminhalte und bezeichnet 
s das ſpezifiſche Gewicht des Materials, ſo iſt alſo 

Wit d Meer e Bin 0% 
Folglich VI — V2 = Va — V. — — 
Fig. 48. 


Wir gewinnen ſo den Satz: 
Dreiſeitige Pyramiden mit 
gleichen Grundflächen und 
gleichen Höhen haben 

gleichen Rauminhalt. 

Nun können wir jedes drei— 
ſeitige Prisma in drei dreiſeitige 
Pyramiden, welche zu je zweien 
kongruente Grundflächen und 
gleiche Höhen haben, zerlegeu. 


A 


C 
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B. DEF = F, ABC; denn A DEF 2 A ABC 
und die Höhen ſind gleich 
dem Abſtand der beiden 
parallelen Ebenen DEF 
u. ABC 

B, ACF = B, ADF; denn A ACF e AN FDA 
und die Höhen ſind hier 
identisch — Abſtand des 
Punktes B von der Ebene 
ACF D. 


Folglich B, DEF = F, ABG = B, ADF = S Prisma (ABC, DEF). 


1 
Alſo P. ABC = A H h. 


Da die nejeitige Pyramide in (n 2) dreiſeitige Pyramiden, 
welche dieſelbe Höhe h haben, zerlegt werden kann, jo iſt ihr Raums 
inhalt 


V= g Oi h O h TA A. h. . . · h 
e (Ki äe kA . . h 

LB 

F G · h. 


Berechnung des Rauminhalts einer Pyramide. 


Wir ſchneiden die ebenflächige Pyramide P durch zur Grund— 
fläche parallele Ebenen in ngleichdicke Lamellen von der Dicke dh, 
dann iſt n-dh=h ch = Höhe der Pyramide) 
1) Die Schnittflächen f. f. fn... D ees 
dieſer Ebenen mit der Pyramide find nach einem bekannten Satz 
ähnliche Vielecke, deren Flächen ſich wie die Quadrate homologer 
Seiten oder wie die Quadrate ihrer Entfernungen von der Spitze 
verhalten. 
TTT 

ee — (20h) Ren ob)2 = 227° 


12 n e en d 
2 8 
3) Alſo . te, E D 12 See E G 13 — SH G 
5 KZ N. Ss -G Le — 2 G 
n 
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Über dieſen Schnittflächen errichten wir nun ſenkrechte Pris— 
men, a) nach oben, b) nach unten, und erhalten ſo zwei Staffel— 
pyramiden: eine äußere P, und eine innere P. Die äußere Staffel— 
pyramide iſt erſichtlich mit Ausſchluß ihrer unterſten Stufe der 
inneren kongruent. 

Es iſt nun dem Rauminhalt nach augenſcheinlich 
4) FF 


Dieſe Ungleichung behält auch dann ihre Richtigkeit, wenn die 
Pyramide P nicht bloß anſteigende, ſondern auch einige überhän— 
gende Seitenflächen hat; denn die durch die Staffeln an den über— 
hängenden Seitenflächen entſtehenden Einſchnitte ſind räumlich 
immer kleiner, als die Aufſätze auf den anſteigenden Seitenflächen. 
Der Rauminhalt der äußeren Staffelpyramide iſt: 


P. f.: oh ＋ fa dh ＋ fn oh ... LL. oh 


= (. Ebbe + f.) öh 
Setzen wir hier die Werte aus (3) ein, jo erhalten wir 
1: . 85 f DN 
GEHT EE EEGEN +43: 6): oh 
= (PIE b ＋ . 
Pr n rt S G si — REN er (n öh) 


h 


Der Rauminhalt der inneren Staffelpyramide iſt dem der 
äußeren gleich mit Ausſchluß von deren unterſten Stufe. Wir er— 
halten alſo analog 


P. = (1 ＋ 2-3 ＋ 4 .. . Lt num. 47 


) n (Ga G. oh (1) (21) 
e H = —. af "e ur 6 (noh) 
1 d 
6 (1— ) (2 
) De Be 0 l 


Der Rauminhalt P der ebenflächigen Pyramide liegt alſo immer 
zwiſchen den Werten (5) und (6). Damit haben wir ihren Wert 
zwiſchen zwei Grenzen eingeſchloſſen, die wir enger und enger ziehen 
können. Wir brauchen bloß die Staffelhöhe oh immer kleiner und 


*) Entwickelung der Summenformel für die Reihe 


+2? 3 E 4 4. ＋(n-1) + n = 
fiehe Seite 34 u. 35, Fußnote! 


n (n+1) (2n+1). 
6 
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Bei dieſem Prozeß muß alſo die ganze Zahl n immer 
größer und größer werden. Dabei nähern ſich die Staffel- oder 
Feilenflächen mehr und mehr den ebenen Flächen der Pyramide P 
und damit nähert ſich auch der Wunden von P, und P, mehr und 
mehr dem der Pyramide P. Für dh — 1 mm haben wir Die 
Fläche einer groben Feile, für dh = 0,1 mm wird der DE 
ſchon ſehr fein, für dh = 0,01 mm. 000% r 
unſern Taſt- und Geſichtsſinn nicht mehr wahrnehmbar, die Flächen 
erſcheinen uns als ebene Flächen, nur etwas matt, für dh S 
0,001 mm. 0,0001 mm könnten wir die Stufen nur noch mit 
den beſten Mitroſtopen wahrnehmen!) und unter dieſen Größen 
auch damit nicht mehr. 


Je mehr ſich nun oh der Null nähert (ohne fie zu erreichen!), 
deſto mehr nähern ſich die Feilenflächen den ebenen Flächen der 
Pyramide P, deſto mehr. nähert ſich n einer unendlich großen Zahl, 


deſto mehr der Wert + der Null. kann alſo jo klein gemacht 
werden, daß es gegen 1 und 2 gar nicht mehr in Betracht kommt. 
Bei unendlich klein werdendem dh und damit unendlich groß 


werdendem n nähern ſich nun die Rauminhalte der beiden Staffel— 
pyramiden immer mehr demſelben Wert 5 


im 5 (1 ＋ 1) (2 ＋ 1) Ch = 3 Ch. 


für n = oo 


N im 6 (1 — 3) (2 — ) Ch = 3 Gh. 
für n = o 


Da bei dem erwähnten Prozeß der Rauminhalt P der eben— 
flächigen Pyramide ſtets zwiſchen den Rauminhalten der Staffel- 
pyramiden liegt, bis an die äußerſte Grenze hin (für oh unendlich 
klein), ſo iſt der Rauminhalt der ebenflächigen Pyramide: 


1 
8) P = g G h. 


**) 


43 Betrachte ein feines Nobertſches Gitter auf Glas mit Linienabſtänden 
von 4 0,282 % mit bloßem Auge und unter dem Mikroſkop! 


e Wir können bei der Berechnung des Inhalts der Pyramide auch in 
der Weiſe vorgehen, daß wir zuerſt den Rauminhalt einer dreiſeitigen 
Pyramide mit zwei zur Grundfläche ſenkrechten Seitenflächen 
auf die 5 Art berechnen wie es oben geſchehen. Wir haben dabei nur 
eine Staffelfläche, was zwar nicht weiter von Belang iſt, und finden 
P. = 1 h ( = Grundfläche dieſes Tetraeders). Und nun können wir 
jede Pyramide, ohne oder mit teilweiſe überhängenden Seitenflächen, als eine 
algebraiſche Summe derartiger Tetraeder auffaſſen. 


v2 DEE ) n dh. 
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Es leuchtet ein, daß es für die Gewinnung dieſer Formel 
KN und hinreichend ift nur eine der beiden Staffelpyramiden 
in Rechnung zu ziehen. 

Wir faſſen jetzt den Inhalt der ebenflächigen Pyramide als 
die Grenze des Inhalts der Staffelpyramide D oder D auf. 

9) PS lim P. oder = lim P, 
für ein unendlich klein werdendes dh 

Wie wir in der ebenen Geometrie im Rechteck (ab) und im 
Dreieck (Jah die Grundformen für alle weiteren Flächen— 
berechnungen haben, ſo haben wir in der räumlichen Geometrie 
im Rechtecker (abe) und in der Pyramide E G. h) die Grund— 
formen für alle weiteren Inhaltsberechnungen von Körpern. 

Wir können dort alle Flächen entweder in endliche oder in 
unendlich kleine Rechtecke und Dreiecke zerlegen und können hier 


alle Körper in endliche oder in unendlich kleine Rechtecker und 
Pyramiden (Nadelpyramiden) zerlegen. 


8. Die abgeſtumpfte Pyramide (Pyramidenſtumpf) 


erhalten wir, wenn wir von einer vollen Pyramide durch eine 
zur Grundfläche parallele Ebene ein Stück abjchneiden. 


Ihre Seitenflächen ſind Trapeze, 
Grund- und Deckfläche einander 
ähnliche n-Ede (G u. g). 

Die Oberfläche ergibt ſich als 
Summe dieſer Flächen 
1) OSG +). 


Ihr Rauminhalt ergibt ſich als 
die Differenz zweier Pyramiden. 
e 1 1 
2) V. = 3 G h — 5 6 ha. 

Nach einem im vorhergehenden 
Abſchnitt bereits angeführten Satz 
verhält ſich 

ein oder 
3) VG: /g = hi: he. 

Subſtituieren wir den Wert 
für he aus dieſer Gleichung in (2), 
ſo erhalten wir 

Gs 
4V=-- Hh 
) = 3 Lo 1 
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Um noch h. durch h zu erſetzen bilden wir nach (8) 
G: (VG - V) = hf: (h. — hz) = hi: h 
n 
e 
Dies in Gleichung (4) eingeſetzt gibt: 


un AE een Vas o.. 


hieraus: h 


Regelmäßige Pyramiden. 


Bei praktiſchen Aufgaben haben wir es in den meiſten Fällen mit regu— 
lären oder regelmäßigen Pyramiden zu tun. Wir bezeichnen eine Pyramide 
als regelmäßig, wenn ihre Grundfläche ein regelmäßiges n-Eck iſt und 
wenn ihre Spitze ſenkrecht über dem Mittelpunkt dieſer Grundfläche liegt. Die 
Seitenflächen einer ſolchen Pyramide ſind kongruente, gleichſchenklige Dreiecke 
oder, wenn die Pyramide abgeſtumpft iſt, kongruente, gleichſchenklige Trapeze. 
Wir wollen hier die Berechnung einer regelmäßigen 8-ſeitigen Pyramide (ſiehe 
Fig. 51) ausführen. 


Megelm rx ac hl D 


E. Syramide. 


h 
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Von einer ſolchen kann gegeben jein die Grundkante a und die Höhe h, 
oder irgend zwei andere Beſtimmungsſtücke (Seitenkante, Winkel der Seiten— 
kante oder Seitenfläche mit der Grundfläche u. ſ. w.). 


Iſt die Pyramide abgeſtumpft, ſo können von dem Pyramidenſtumpf ge⸗ 
geben ſein: Die Kante a der Grundfläche, die Kante b der Deckfläche und die 
Höhe i oder irgend drei andere Beſtimmungsſtücke. 


Der Inhalt der Grundfläche unſerer regelmäßigen 8-ſeitigen Pyramide 
iſt erſichtlich 


d = Gr 2) — at = 2 (/ +1), 
ihre Mantelfläche M — da Vr’ + his, worin r— 2 (V2 + 1) und ihr 
Rauminhalt V = 3a (V2 +1) -h.. 
Bei dem unten abgeſchnittenen Pyramidenſtumpf ift: 
die Grundfläche G = 2a (V2 +1, 
die Deckfläche g = 2b (/2 ＋ J), 
die Mantelfläche M = 8. LEE h., worin h- = Ve — oe" FE, 


=: (ët es d / 5 


und der Rauminhalt 
v (dh. — gh). 
Aus ähnlichen Dreiecken folgt 
hi: hz = a: b u. hieraus (hi — h:) : hi = (a — b): a, 


woraus hz = ab h= ab 

u V=3(4-82)1=-3 (0-82). 
= $ (68 — 8b) 25 
= 1 G, (/ ＋ i) — m (St 1) 
b A1 
E E S (a? + ab + be) - h. 


Dieſe Formel ergibt ſich auch aus Gleichung (5) des Abſchnittes (8), wenn 
wir dort die Werte für G und g ſubſtituieren: 


v =+ E (V2+ ua 474. 1). 2b? D- zl h 


Aufgabe 1 Berechne in gleicher Weiſe Oberfläche und Rauminhalt einer regel: 
mäßigen 3⸗, 4, 5=, 6=, 10-ſeitigen Pyramide! 


„ 2. Desgleichen eines regulären Tetraeders und Oktaeders; bei dieſen 
auch den Radius der um- und eingeſchriebenen Kugel ſowie den 
Radius der Kugel, welche die Kanten in ihren Mittelpunkten be— 
rührt. 
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Nachtrag zu 5 und 6. Die Formel für den Rauminhalt des ſchiefen 
Prismas und Zylinders können wir auch durch folgende Vorſtellung gewinnen: 
Wir denken uns das Prisma in unendlich viele Nadelprismen von un— 
endlich kleinem Querſchnitt da (dieſes da ift eine unendlich kleine Größe 2 Ord— 
nung) zerlegt. Dann iſt der Rauminhalt einer ſolchen prismatiſchen Nadel 
dV = dq L wenn! die Länge der Seitenkante bezeichnet, und das Volumen 
des ganzen Prismas iſt 


NV zs a = i = = I . 
wenn 9 den Flächeninhalt des Normalſchnitts des Prismas bezeichnet. Nun 
können wir den Normalſchnitt als ſenkrechte Projektion der Grundfläche G be— 
trachten und es iſt nach dem auf Seite 39 (Mitte) angeführten Satz 
dq = G cos a, 
wenn & den Neigungswinkel der Ebene des Normalſchnitts gegen die Ebene 
der Grundfläche des Prismas bezeichnet 
Alſo FF =,G: (E eppes iech 


Aus Fig. 44, S. 55 leuchtet jofort ein, daß 1. cos« = h. 

Wir können dieſen Vorgang leicht dadurch verſinnlichen, daß wir ein 
prismatiſches Futteral mit feinen, gleichlangen Stricknadeln ausfüllen, zuerſt 
ein ſchiefes Prisma bilden und dann dieſes in ſenkrechter Richtung gegen eine 
ebene Fläche ſtauchen, wodurch ſofort das ſenkrechte Prisma gleichen Inhalts 
mit dem Querſchnitt q und der Höhe 1 entſteht. 


9. Der Kegel. 
Fig. 52. 
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Wir betrachten zunächſt den ſenkrechten (geraden, normalen 
Kreiskegel. 

Er entſteht, wenn ein rechtwinkliges Dreieck um eine Kathete 
rotiert. Dabei beſchreibt die andere Kathete eine Kreisfläche, die 
Grundfläche; die Hypotenuſe beſchreibt die Mantelfläche des Kegels 
und die Dreiecksfläche den Kegelkörper. Alle Mantellinien (Erzeu— 
genden) des Kegels ſind alſo gleichlang und wenn wir die Mantel— 
fläche längs einer Mantellinie aufſchneiden und dann in die Ebene 
ausbreiten oder abwickeln, ſo erhalten wir einen Kreisſektor, deſſen 
Radius gleich der Mantellinie und deſſen Bogen gleich dem Umfang 
des Grundkreiſes iſt. 0 

Der Achſenſchnitt dieſes Kegels iſt ein gleichſchenkliges Dreieck, 
mit der Grundlinie 2r und den Schenkeln J. 

Die Mantelfläche des ſenkrechten Kreiskegels iſt deshalb 
1) M=xr-r-]1 

Seine ganze Oberfläche 
2) Q ⸗ url ＋ ar! zept tU 


und ſein Rauminhalt ergibt ſich ohne weiteres, wenn wir den Kegel 
als Pyramide mit unendlich vielen unendlich ſchmalen Seitenflächen 
anſehen, als 


3) IS P rah. 


Wir können den Rauminhalt des Kegels aber auch in der 
Weiſe berechnen, daß wir eine analoge Betrachtung anſtellen 
wie bei Berechnung des Rauminhalts der Pyramide. Wir ſchnei— 
den den Kegel (ſiehe Fig. 53) durch zur Grundfläche parallele 
Ebenen in n gleich dicke Lamellen von der Dicke dh, dann iſt 

N n. dh = h (Höhe des Kegels). 

Errichten wir nun über dieſen Schnittflächen ſenkrechte Kreis- 
zylinder a) nach oben, b) nach unten, ſo erhalten wir zwei Staffel— 
kegel, deren Stufen aus dieſen Zylinderlamellen beſtehen: einen 
äußeren K, und einen inneren K. Beide ſind erſichtlich kongruent 
bis auf die unterſte Stufe des äußeren Staffelkegels. 

Der Rauminhalt des äußeren Staffelkegels iſt nun 


K. = r (ri? ＋ T2 ＋E T3225 Er?) oh 
und der des inneren Staffelkegels 
K. = u (ri? ＋ T2 ＋E T3 25 +r,,)- oh 
Aus den ähnlichen Dreiecken im Achſenſchnitt folgt: 
1 2 3 n 
r. = u P 2 2 1 15 1 rr * 
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Alſo 
K. = A (14 2 3 4. n) ch 
= m 1+2?+3?+....+0-1))- dh 
Und Kë der bereits bekannten Summe der Quadratzahlen iſt 


SS EEN e 6 (14 0 lm, oh) 


n 


( -9 Gë SE b ar (1 u (1) U. oh) 


= 
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Bezeichnet K den geſuchten Rauminhalt des urſprünglich ge— 

gebenen glatten Kreiskegels, ſo iſt augenſcheinlich 
E K 

Sein Rauminhalt befindet ſich alſo ſtets zwiſchen den Raum— 
inhalten der beiden Staffelkegel. 

Dieſe Grenzen können wir in der bekannten Weiſe dadurch 
enger und enger zuſammenziehen, daß wir dh kleiner und kleiner 
und damit n größer und größer werden laſſen. 

Bei dieſem Prozeß nähern ſich die Staffelkegel mehr und mehr 
dem glatten Kegel und wenn oh ſehr klein, unendlich klein wird, 
jo wird n unendlich groß und — auch unangebbar klein. 


Es wird alſo 
R 8 . 1 1 1 1 
lim K. = lim ꝶ o? 0 + 10 Gi) h = 3 arch 


für n = e 
1 a: A LEET 1 1 
und lim K. = lim e T (1 — +) (2 > 
Da nun K ſtets zwiſchen K, und K, liegt, jo muß 
K = ar h. 


In = + ure h. 


Außerdem beſteht zwiſchen h, r und! die Beziehung 
4) B 

Die Gleichung (3) gilt auch für den ſchiefen Kegel, auch 
daun, wenn die Grundfläche kein Kreis iſt. Iſt dieſe z. B. eine 
Ellipſe, ſo iſt 


E 3 t abh, 
wenn a und 5 die Halbachſen dieſer Ellipſe bezeichnen. Iſt die 
Grundfläche G von irgend einer Kurve begrenzt, jo iſt immer 
Kë 
sg 3 G h. 


10. Den abgeſtumpften Kegel (Kegelſtumpf) 
erhalten wir, wenn wir von einem Kegel durch eine zur Grund— 
fläche parallele Ebene ein Stück abſchneiden. Die Schnittfläche iſt 
auch ein Kreis. 
Die Abwickelung der nach einer Mantellinie aufgeſchnittenen 


Mantelfläche iſt ein Ausſchnitt aus einem Kreisring. Der Inhalt 
der Mantelfläche iſt alſo nach Seite 37 


W 2 O A ανοs 
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Fig. 54. 


Die ganze Oberfläche beträgt . 
0 D lr oi r D 8 

und der Rauminhalt 
V. = 3 GC ＋ re ＋ e) h. 


Vergleiche die Formel für den Pyramidenſtumpf! Wir faſſen 
dabei den Kegelſtumpf als Pyramidenſtumpf mit unendlich vielen, 
unendlich ſchmalen Seitenflächen auf. 

Wir gelangen zu derſelben Formel, wenn wir den Rauminhalt 
des Kegelſtumpfs als Differenz des Rauminhalts zweier Vollkegel 
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ei 
berechnen. Die Höhe des ganzen Kegels ſei he, die des oben ab- 
geſchnittenen E ha, jo Ge hee St — hz 


V. — 5 eh — = e "bes 5 = (rh, — e h.) 
Aus ähnlichen Dreiecken folgt 
h.: h. = r:o und hieraus h. — at 
und h,: (h. — hz) r: (r — och woraus ha = 126 
DIET = an 15 
Folgl. V= hi = 3 2 = . = Frege) h. 


Wir Eech nun Die bisherigen Me Der 
Körper in den einfachen Satz zuſammenfaſſen: Der Rauminhalt 
der Körper von Parallelformen iſt gleich dem Produkt 
aus Grundfläche und Höhe, der der Spitzformen iſt 4 
dieſes Produkts. 


11. Die Kugel und ihre Teile. 


Die Kugelfläche iſt der geometriſche Ort aller Punkte, die von 
einem feſten Punkt (Mittelpunkt, Zentrum) gleichweit entfernt find. 

Eine Kugel wird beſchrieben, wenn ein Kreis um einen ſeiner 
Durchmeſſer rotiert. Dabei beſchreibt die Kreislinie die Kugelfläche, 
die Kreisfläche den Kugelkörper. 

Jede Ebene, welche die Kugel trifft, ſchneidet ſie nach einem 
Kreis; jede Ebene, welche durch den Mittelpunkt der Kugel geht, 
jchneidet fie nach einem größten Kreis. Jede Ebene, welche in 
dem äußeren Endpunkt eines Halbmeſſers auf dieſem ſenkrecht ſteht, 
iſt eine Tangentialebene der Kugel. 

Wenn wir die Oberfläche einer Kugel berechnen wollen, ſo 
müſſen wir eine Infiniteſimalbetrachtung anſtellen. Wir zerſchneiden 
zu dieſem Zweck die Kugel durch parallele Ebenen in jo dünne 
Lamellen, daß wir dieſe als Kegelſtumpfe anſehen können. Die 
Oberfläche der Kugel iſt dann gleich der Summe der Mantelflächen 
dieſer unendlich dünnen Kegelſtumpfe. 

Fig. 55 Delt rechterhand den Achſenſchnitt dar, dO eine Lamelle, 
ſenkrecht AB, dy deren Dicke, ds die Mantellinie dieſes Kegelſtumpfs, 
x u. X + dx die Radien der beiden Grenzkreiſe. 

Die Mantelfläche dieſes ſehr dünnen EE iſt: 

O = (X Xx ＋ x) 
Nun können wir in der . Summe die unendlich 


kleine Größe dx gegen die endliche Strecke 2x SEET (ſiehe 
Seite 59) und es bleibt für 


1) d = 2nx ds 
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Es iſt nun augenscheinlich das ſehr kleine rechtwinklige 
4 Gy, ds, ds) ähnlich dem (X, y, r). 


eine EE E EC E 


Folglich NEE 
2) oder dg Sr. dy. 
Dies in Gleichung (1) ſubſtituiert gibt 
3) 50 Ar dr 


Dieſe Gleichung ſagt uns: 


Die Mantelfläche der ſehr dünnen Kegelſtumpf— 
ſcheibe L ift gleich der Mantelfläche der Zylinder— 
ſcheibe von derſelben Dicke oder Höhe dr, welche 
von denſelben parallelen Ebenen, die den Kegel— 
ſtumpf L begrenzen, auf der Zylinderfläche ausge— 
ſchnitten wird, welche der Kugel parallel zur Achſe AB 
um beſchrieben iſt. — 

Dies wird um jo genauer der Fall ſein, je kleiner ds und damit 
ox u. dy werden. In der obenſtehenden Zeichnung erſcheint für 
uns ds ſchon gerade, wenn es ungefähr 1mm. ... O, mm.. 
iſt. Es iſt dies natürlich in dieſer Größenlage nur annähernd 
richtig; es wird aber um jo genauer, je kleiner dieſe Größen werden, 
e nee u. ſ. f. 
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Erſtrecken wir nun die Summation aller Flächenelemente 30 
über die ganze Kugeloberfläche, von B bis A, jo ergibt ſich für 
die Oberfläche der Kugel: 

bis A. 


O Dr Deer = r TE 
von H 
4) = im, 

Die Oberfläche einer Kugel iſt gleich dem vier- 
fachen Flächeninhalt eines größten Kreiſes oder 
gleich dem Flächeninhalt eines Kreiſes, der den Durch— 
meſſer der Kugel zum Halbmeſſer hat, oder gleich der 
Mantelfläche eines ſenkrechten Kreiszylinders, deſſen 
Durchmeſſer dem der Kugel gleich und deſſen Höhe 
auch gleich dem Durchmeſſer der Kugel iſt. 

Zur Berechnung des Rauminhalts einer Kugel denken wir 
uns ihre Oberfläche kleinmoſaikartig oder facettenartig (wie die 
Hornhaut der Facettenaugen der Inſekten *) und der ſchon vor Jahr— 
millionen verſtorbenen Trilobiten, die uns noch aus den Ver— 
ſteinerungen im Silur anſtarren) in ſehr kleine Flächenſtückchen Af 
geteilt (Dreiecke, Vierecke . . . .), jo klein, daß wir jedes als ein 
ebenes Flächenſtückchen betrachten können. Denken wir uns ferner 
die Eckpunkte dieſer AC mit dem Kugelmittelpunkt durch Radien 
verbunden, ſo erſcheint die Kugel als eine Summe von unendlich 
vielen ſehr ſchmalen Pyramiden (Nadelpyramiden), welche dieſe df 
zu Grundflächen und welche alle den Radius der Kugel zur Höhe 
haben. Es iſt alſo der Rauminhalt der Kugel 


5) v = t. r = g Det = z ur = z ur- 


Das Volumen einer Kugel beträgt 3 vom Volumen 
des ihr umbeſchriebenen ſenkrechten Kreiszylinders. 


12. Kugeltappe, Kugelſektor, Kugelſegment und Kugelſchichte. 

Die beiden ſchalenartigen Flächen, in welche eine Ebene die 
Kugelfläche teilt, heißen Kugelſegmente, h Höhe des einen, (2r—h) 
Höhe des andern. 

Erſtrecken wir die im vorhergehenden Abſchnitt ausgeführte 
Summation der Mantelflächen der unendlich dünnen Kegelſtumpfe 
nur auf die Kugelkappe von der Höhe h, ſo finden wir für 
deren Fläche 


D h 
1) K= Kä 21 TV = Sat >) dr = 2nrh. 


) Betrachte unter dem Mikroſkop ein ſolches Inſektenauge, z B. das 
Auge einer. Fliege! Du erblickſt ein Netz von regelmäßigen Sechsecken wie bei 
Betrachtung einer Bienenwabe. 
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Sie iſt gleich 
der Zylinderman— 
telflaͤche, welche 
die Schnittebene 
und die dazu im 
Scheitel der Kappe 
parallele Ebene 
(Tangentialebene 
im Scheitel) auf 
der umbeſchriebe— 
nen Zylinder- 
fläche begrenzen, 
oder gleich der 

Fläche eines 
Kreiſes, der die 
Sehne s aus dem 
Scheitel nach dem 
Rande zum Ra— 
dius hat. 


N CL 
Unter einem Kugelſektor verſtehen wir einen Ausſchnitt 
aus der Kugel, der von einer 5 deren Spitze der 


Kugelmittelpunkt iſt, begrenzt wird, alſo einen Kreiskegel, deſſen 
Baſis eine Kugelkappe iſt (Kugelkegel). 

Seine Oberfläche beſteht aus Kugelkappe und Kegelmantel 
3) O. = 2nrh Late =ar (Ah Le 

Sein Volumen erhalten wir, wenn wir die Oberfläche der 
Kugelkappe wie in Abſchnitt (10) moſaikartig in ſehr kleine Flächen 
af geteilt denken und die Summe der Nadel-Pyramiden bilden, 


welche die ok zu Grundflächen und den Kugelmittelpunkt als ge⸗ 
meinſame Spitze haben. 


v. Or it r = Det = g Lurh 


2 
A V. = gur h 


Ein Kugelſegment oder Kugelabſchnitt iſt begrenzt 
von einer Kugelkappe und ihrer Schnittebene. Seine Oberfläche 


5) O. 2nrh + ne? = Bnrh N (Ar — h) - h 

= mr (Ar h) h 
und ſein Rauminhalt V. ergibt ſich als Differenz zwiſchen dem 
Volumen eines Kugelſektors und eines ſenkrechten Kreiskegels. 
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v. = rh 4 0 (r 

p rb ne = NM 
Irm 3 

6) V. = 1 Er ) he 


ah (2r — h) (r—h) 


Häufig find zur Berechnung dieſes Volumens o und h ge- 


geben. Dann iſt, wenn wir beachten, daß 


3 2h 


2rh = ei he, Le = (3 3 u) h = (Ge? 1 hah 


Die Kugelzone bezw. Kugelſchichte iſt ein Teil einer 
Kugel, der von zwei parallelen Ebenen begrenzt iſt. 


Gr hi) h.? — 1 (Gr — be) bei 


= 3 Ei (hi? be DM SCH (h,? = hz) 


Die Fläche der 
Kugelzone iſt 
nach der Entwick— 
lung im Abſchn. 11 


0 


= Bart (hi — ha) 
Z = Anrh 


Der Rauminhalt 
der Kugelſchichte 
ergibt ſich als 
Differenz zweier 
Kugelſegmente: 


— (ar (u. + he) — due h. he T h. ] (i — he) 
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Wollen wir die Radien ert und rz der Schnittkreiſe einführen, 
ſo erſehen wir aus der Figur, daß 
rä = hi (2r — hi) und n? = hz (2r — hz) 
Folglich 1. ＋ T2 S är (h. ＋ hz) — hi’ — bai 
r (h. RR hz) >= a. E S + * E 


Subſtituieren wir dies in den vorhergehenden Ausdruck, jo 
erhalten wir 


1 [> (34222) + bat héi (Hl he hel (hi — le) 


v.=4ß@e:+r9+n]: h. 
13. Ring. 


Es ſollen Oberfläche und Rauminhalt eines Ringes, der ent- 
ſteht durch Umdrehung eines Kreiſes um eine in ſeiner Ebene 
liegende Achſe, die den Kreis nicht ſchneidet, berechnet werden. 


Fig. 58. 


, A 

Es Tei RA die Rotationsachſe, o der Radius des Kreiſes, 
r der Abſtand des Kreismittelpunktes von RA. Wir denken uns 
den Ring durch Ebenen, welche zu ſeiner Aequatorebene parallel 
ſind, in ſehr dünne Lamellen zerſchnitten. 

Es ſeien de, ds zwei inbezug auf die X-Achſe ſymmetriſch liegende 
Bogenelemente der Kreislinie, dann ſind die Mantelflächen der beiden 
ſehr dünnen Kegelſtumpfe, von welchen dieſe ds Mantellinien find, 

Ze (r+x)- ds und 2 (r — N) ds. 
Die Summe dieſer 2 ſehr ſchmalen Mantelflächen iſt alſo: 


471 1 ds. 


http://rcin.org.pl 


80 


Führen wir die Summation dieſer Flächenelemente des Ringes 
längs des einen Halbkreiſes aus, ſo iſt der andere Teil mit ein— 
geſchloſſen und wir erhalten für die Oberfläche des Ringes: 


zo zo 
Ö Var. os = Änt )) de —= Anr:ng 


HI 0 
0 = 4r°’ro =: Zug, nr. 


Wir haben hier einen beſonderen Fall der Guldinſchen Regel, 
die wir ſpäter allgemein ableiten werden: Der Inhalt einer 
Rotationsfläche, welche von einer ebenen Kurve er- 
zeugt wird, iſt gleich dem Produkt aus der Länge der 
erzeugenden (rotierenden) Linie und dem Weg ihres 
Schwerpunktes (hier Mittelpunkt des Kreiſes). 


Um den Rauminhalt des Ringes zu finden verfahren wir 
ähnlich: Wir denken uns den rotierenden Querſchnitt, den Kreis 
vom Radius , in ſehr viele, ſehr kleine Flächenelemente af geteilt, 
derart, daß immer 2 (kongruente) ſymmetriſch liegen inbezug auf 
die V-Achſe, was bei der ſymmetriſchen Form des Kreiſes durchaus 
möglich iſt. Dieſe Flächenelemente brauchen nicht gerade Recht— 
eckchen und am Rande Dreieckchen, wie in Fig. 58 angedeutet, zu 
ſein. Es können irgendwelche Figuren ſein. Nur müſſen in dieſem 
Kleinmoſaik immer zwei ak inbezug auf Y ſymmetriſch liegen. 


Bei der Rotation beſchreibt jedes dieſer Flächenelemente al 
eine Ringfaſer vom Querſchnitt ok. Das Volumen dieſer beiden 
Ringfaſern iſt 


Ze (r E F) df und 2 (r — F) of. 
alſo die Summe beider: Aar, of. 


Führen wir die Summation über den einen halben Querſchnitt 
des Ringes aus, ſo iſt der andere Teil mit eingeſchloſſen und wir 


erhalten 
Ve > Aer Tf = aur. L of 


— Anr- 2 zo? Ar g Ar 

Wir haben hier einen beſonderen Fall des zweiten Teils der 
Guldinſchen Regel: 

Das Volumen eines Rotationskörpers, welcher 
von einer ebenen Fläche erzeugt wird, iſt gleich dem 
Produkt aus dem Inhalt dieſer Fläche und dem Weg 
ihres Schwerpunktes. 
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14. Rauminhalt der Ellipſoide. 


Haben wir einmal den Rauminhalt einer Kugel beſtimmt, ſo 
finden wir den Rauminhalt dieſer Körper, wenn wir folgende 
Überlegung anſtellen: Wir denken uns die Kugel vom Radius b 
aus ſehr dünnen geraden Faſern zuſammengeſetzt, die alle parallel 
zu einer Achſe verlaufen. Vergrößern wir alle dieſe Faſern von 
der zugehörigen Aquatorebene aus nach auswärts im Verhältnis 
a:b>1, jo erhalten wir aus jedem Achſenſchnitt (vergl. Seite 38, 3.) 
eine Ellipſe mit den Halbachſen a und b und aus der ganzen 
Kugel ein Rotationsellipſoid.“) 

Es leuchtet ein, daß ſich mit dieſer Vergrößerung der einzelnen 
Halbfaſern der Rauminhalt der Kugel in gleichem Verhältnis ver— 
größern muß. 

Folglich iſt der Rauminhalt des Rotationsellipſoids: 


W * 4 bi, „= 3 2 ab: 

Verkleinern wir dagegen alle Halbfaſern, welche in der Kugel 
mit dem Radius a parallel zu einer Achſe laufen, inbezug auf die 
zugehörige Aquatorebene, alſo von der Kugelfläche aus einwärts 
nach dem Verhältnis b: a < 1, jo erhalten wir in jedem Achſen— 
ſchnitt aus dem Kreis eine Ellipſe (vergl. Seite 38, 3.) und ſo aus 
der ganzen Kugel ein jogen. Sphärbid.“) Da bei dieſer Ope— 
ration die Volumina der einzelnen Faſern im Verhältuis b: a ver— 
kleinert werden, ſo wird damit der Rauminhalt der Kugel in 
demſelben Verhältnis verkleinert und es iſt alſo der Rauminhalt 
des Sphäroids P 


Fe. 4 2 
o 


Um aus jedem dieſer beiden Rotationskörper das dreiach— 
ſige Ellipſoid abzuleiten brauchen wir ihn nur aus parallelen 
Faſern zuſammengeſetzt zu denken, die ſenkrecht zu einer Meridian— 
ebene ſtehen. Verändern wir die Halbfaſern, von dieſer Meridian— 
ebene aus gemeſſen, im Verhältnis e:b bzw. c:a, jo ändert fich in 
jedem Fall auch das Volumen nach dieſem Verhältnis und wir er— 
halten in beiden Fällen 


“= : r abe 


als den Rauminhalt des dreiachſigen Ellipſoids. 


*) Rotiert eine Ellipſe um ihre große Achſe, jo entſteht das „Notar 
tionsellipſoid“; rotiert fie um ihre kleine Achſe, jo entſteht das „Sphä- 
roid“ (Form der Planeten). 8 
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IV. Einige beſtimmte Integrale. 


Wir ſind in den vorangehenden Abſchnitten einigemal auf 
Summen von ſehr vielen, ſehr kleinen und ſchließlich beim Übergang 
zur Grenze auf Summen von unendlich vielen, unendlich kleinen 
Größen geſtoßen. Wir wollen nun im folgenden dieſe Summen— 
bildungen der letzteren Art noch erweitern und verallgemeinern. 


Fig. 59. 
Wenn y=f(x) 
bi die Gleichung 
2 CHL RI te, einer Linie tft, 
ſo ſtellt der 
Ausdruck 


(lies: Summe 
aller y ox ge⸗ 
nommen von 

x x = b bis 
—— n 


——— gi kleinen ox den 

Inhalt einer 
Fläche vor, welche von der X-Achſe, der erwähnten geraden oder 
krummen Linie und den beiden äußerſten Ordinaten, yı = kla), 
Ya — f(b), begrenzt iſt, um jo angenäherter, je kleiner ox iſt 


Bedeutet y eine Fläche, jo ſtellt Dieter Ausdruck den Raum— 
inhalt eines Körpers vor, der von den beiden äußerſten Lotebenen 
zur X-Achje in den Punkten X — a und X Sh begrenzt wird und 
deſſen zwiſchenliegende Normalſchnitte zur X-Achje die Gleichung 
y = l) befriedigen. Solche Summen ſollen nun für einige ein— 
fache Funktionen y— f(x) berechnet werden. Wir denken uns die 
Strecke von Xx b bis X a wie bei den früheren Betrachtungen 
in ſehr viele, ſehr kleine, gleiche Strecken dx geteilt, ſo daß 
immer a 


N. Rx = a—b 


1) Es ſei y = e, alſo y unveränderlich, eine Konſtante. Die 
obere Grenzlinie iſt ſomit eine zur X-Achſe parallele Gerade und 
in der in Betracht ſtehenden Summe können wir den konſtanten 
Faktor ce vor die Summe ſchreiben. Es iſt aljo 


* N n 


Sir dn De-ix—c-Jor- c en- dx = C (a - b), 
Es eb * 
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erſichtlich 
der Flächen— 
inhalt eines 
Rechtecks mit 
den Seiten 
(a- b) und c. 
Wenn wir 
die angedeu— 
tete Multi— 
plikation 
ausführen, 
ſo ſtellt ſich 
die Fläche 
dieſes Recht- : 
Ks Falsanie e Ee 5 
Differenz der 
Flächen zweier Rechtecke dar: e (a — b) = c-a — c-b. 


Der Ausdruck 2 cox = xX gibt den Inhalt des Rechtecks 


mit den Seiten e und x, alſo die Summe der Lamellen von o bis 
x. Setzen wir hier für x einmal die obere Grenze a, jo erhalten 
wir den Inhalt des Rechtecks A DCD. und ſetzen wir noch für x 
die untere Grenze b, ſo gibt der Ausdruck e-b den Inhalt des 
Rechtecks AB EF. Es iſt alſo ba Ri 


EFD Veen. sl —=ea—ch=e(a-b) 


Bezeichnet e Fig. 61. 
eine Fläche, Tu 
ſtellt der Aus- 
druck T cox 

b 

den Raums 
inhalt eines 
Prismas oder 
eines Zylinders 
von dem Quer- 
ſchnitt e und 
der Höhela—b) 
vor. 

2) Iſt ms 
d. h. iſt 
die obere 
Grenzlinie 
eine gerade 
Linie, die 
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durch den Anfangspunkt des Koordinatenſyſtems geht (m S tg a, 
alſo auch y=x-tge), jo ſtellt der Ausdruck Se, ox den Inhalt 


XæO 
der oben zunächſt von einer Staffellinie begrenzten Fläche O BC vor. 
Es ſei nun in bekannter Weiſe n dx = a, dann iſt 


oB Ir. erm d m . 6s 


m (q x- X- 20x. ds ＋ 3dx- OX ＋E Aöx- OX E.. . -M- x- d 


=m(1+243-+4-+...... + (m-—I)) (dx)? cl 
um a (610 = m. —2—2 (ndx)? = Br . a? 


Wenn nun ex immer kleiner und kleiner wird, jo werden auch 
die rechtwinkligen Dreieckchen an der Linie 00 immer kleiner und 
kleiner, n immer größer und größer und ſchließlich wird für ein 
unendlich kleines dx die Zahl n unendlich groß und die Staffellinie 
iſt von der Geraden 00 nicht mehr zu unterſcheiden. Es wird alſo 

1 5 1 1 
li 1 — Z. l mas — 
A OB . rem = A BD 


Ebenſo A OA D = 5 u — 2 by. 
Der Inhalt des Trapezes ABCD=, ma? mb? 3 ayi WE 


Der Inhalt eines beliebigen rechtwinkligen Dreiecks mit der 
horizontalen Kathete x iſt 


lim >= y-dx = lim 2 mx. ox = lim m > X · qx zs g mx? 


Setzen wir in dieſem Ausdruck einmal x = a, jo erhalten 
mir A OBC= + mas, und dann x S b, jo ergibt ſich AOAD 


2 
= } mb? und Trapez ABCD = ma? — , mb®. 
Wir können alſo fortan jchreiben : 
x & * na“ mb’_ayı by 
D S Wa, ei e 3 __ ma KE — 2 
lim N mx dx lim m Ki HRzGE E EE 2 


Ze * 


3) Die Gleichung der oberen Grenzkurve ſei y = x? (Parabel, 
welche die X-Achje in O berührt und inbezug auf die V-Achſe 
ſymmetriſch verläuft). Wir teilen auch hier in bekannter Weiſe die 
Strecke OA in ſehr viele, ſehr kleine, gleiche Teilchen ox, ſo daß 
n-: & 8 


SZ SI Siehe Seite 29, Fußnote! 
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Fig. 62. 


Der Aus— 
druck z vox 


ſtellt hier den 

Inhalt der 
dunkler gehal— 
tenen Fläche 
BAD vor, 
die oben von 
einer Staffel— 
linie begrenzt 
iſt, die ſich an 
die Parabel 
anſchließt. Es 
iſt nun 


Y vor 
S 
0 


(oN)? x ＋ (Aò x)? de Lë. Xx (n-). öx 


e TE kr D le EE eer Ee BR + (n—1)?) (ox) *) 
R 
— — 1 (dx)? — ( d dl (n ev 


Wird wieder ox unendlich klein, jo wird en unendlich groß 
und die Staffellinie DC fällt mit der Kurve DC bis auf die unmeß— 
bar kleinen Staffeln zuſammen. Der Inhalt der Fläche OAC wird nun 


in Over Ine pn lin "JP 5) en = 3 a5. 


(für nz Oo) 
(für ein NN kleines IX) 


Ebenſo Fläche OBD = 3 be = 4 by. 
Alſo Fläche BACH = 3 4 — 3 be = g ay — 3 ap. 


Die Fläche bis zu einer beliebigen Abſziſſe x iſt 
lim > vd — lim 2 SMS = e SE 
0 0 


*) Siehe Seite 34 und 35, Fußnote. 
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Subbſtituieren wir hier an Stelle der Variablen x nacheinander 
die Grenzwerte a und b und bilden die Differenz, jo erhalten wir 


BAD a? be. 
Wir können alſo fernerhin N ſchreiben: 
xæa x-a 8 v 1 1 
um y: = lim nt „ie? 3 = 3 = g (A 


Wir können die Summe 5 xX. ds auch als Rauminhalt einer Pyramide, 
Du 


deren Grundfläche x? und deren Höhe x de deuten. Der Inhalt dieſer Pyra— 
= * a (Vgl. Seite 


mide iſt dann V S lim Yx’- 62 651. 


y 


SC Ee 
3 


CR E 
ſei die Glei— 
chung einer 
anderen obe— 
ren Grenz— 
kurve (Dt: 
biſche Para⸗ 
bel); dieſe be— 
rührt die X- 
Achſe in O 
und hat hier 
einen ſoge— 

nannten 
Wendepunkt. 
Die X-Achje 
iſt Wende— 
tangente; ſie 
GC) hat 3 konſe— 
| kutivePunkte 


5 AR mitder Kurve 
gemein 
Fläche O AC (mit Staffellinie OC) = 8 yx =)y) SÉ de 


= (öx)?- dx + (2öx)®- ds ＋ (30x X E.. + [(n—1) dx]? - dx 
— . SCH -I) (dx)! * 


S 1 Ge e HE 192 
a „era Nm ven — ( xl (n- delt = ee at 


u; Siehe Seite 87, Fußnote! 
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Der Suhalt der von der Kurve OC begrenzten Fläche 
EE 
SE — 2 — e 
OAG = lim > ydx = lim > * een S * BEE in 


für ein ale kleines de 
H R DM H 
Analog Fläche OBD = . Fläche BACD = 4 — r 


Der Inhalt der Fläche bis zu einer beliebigen Abſziſſe x iſt 


lim 2 yox — dk 9 5 


Subſtituieren wir auch hier für x nacheinander die Grenz— 


at 1 

werte a und b und bilden die Differenz, jo ergibt ſich ° EE ? 

Folglich können wir fortan kurz ſchreiben: 
li > d li 3 "d lee *. bm 
im >, Vox = lim Ü . dX 4 4 1 45 2 

— =b b 

5) In derſelben Weiſe wollen wir zum Schluſſe noch die 
Summe lim 2 XI. dx behandeln. 

KI 


y=xt... Grenzkurve; fie berührt die X-Achje in O und 
dieſe hat mit der Kurve vier konſekutive Punkte gemeinſam. Die 
VAchſe iſt n Achſe der Kurve. n. ox S a. 


xea 


Zu .-. dx = (dx)! Xx ＋ (20x) !. X + (Gë, Xx ..... 
TG 9 = (HALS HH... nn um G 

= ie 1 
2. (1＋ 1) IN "TEEN +6-1° | 1 
3.— (2410 2144.28 HE dr dg d 
#= (3410 Ss LA. 85 A6, Se +4.3 4 
Pn (tl 444.4 +6.4 +4.4 3 


Val Hin hr anti 
Durch beiderſeitige Addition ergibt ſich: 


. 4 - EIERE 
folglich 4 2 1) = n — 6 e 1) — n 
1 1 1 
er SE CH — Së In n n (n — 15 
oder 420 D 2 — 4 — — n. 


4 8 = — 1) - w (n — . —_ n (n — 1) ]. 
Hierau Ki (n ) 1 ( 5 
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Wenn wir 
mit dieſer 
Reihe analog 
verfahren 
wie in den 
vorhergehen— 
den Fällen, 
ſo erhalten 
wir 
NSA 


An 


30 01 1) 
- [6n® — gn? 
+n-+1] (ës 
Und wenn 
wir nun 
wieder ax 
j a unendlich 
klein und damit n aa groß werden laſſen, jo erhalten wir 


xx 


im N X OX lim g, (1-4) [6 5 5 — 2 —— sl det A 


xx 
(für ein unendlich kleines IX) (für n = O 
Wir erhalten alſo in der bereits bekannten Weiſe geſchrieben: 


a a : 10 15 
in Dy. er = lim ., &=5; Um y- n= lim FI X. dx e 1 
a b 
lim — rd lin vk= e 25 Ki 


Allgemein iſt lim = N Ge * 


Setzen wir in dieſes allgemeine Reſultat für die Variable x 
nacheinander die Grenzwerte a und b und ſubtrahieren von dem 
erſten Wert der Summe den zweiten, IB erhalten mir 


aM, 


Xx A Xæ A 
CS 4 S 1 E DN 8 
lim 24 dx lim es > Merk ra: u. ſ. w. 


Dieſe Entwickelungen können in aufſteigender Weiſe beliebig 
weit fortgeſetzt werden. Für die Aufgaben, die wir hier löſen 
wollen, reichen indes dieſe wenigen Fälle aus. 
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89 
Führen wir nun für das unendlich klein werdende dx und für 
das Summenzeichen X die in der Integralrechnung gebräuch— 
lichen Zeichen dx bezw fein, jo haben wir nach den vorhergehenden 
Eutwickelungen bereits die folgenden Integrationsgleichungen ge— 
wonnen: 


X xX:a Hi 
H 
1) | dx „ bein: (as K = A b 
8 x In 
x KE? 1 
H 2 * 2 2 b? 
2 l dx = & | THUX "== z eier un: 
) h ze 9 D X Ix 2 | 2 2 
0 x:b 'b 
x x:a 1 
* 3 3 3 hä 
3 | = [ „ EE 
) R za dx 3 R d X X 3 3 3 
0 sch b 
x Sa a 
p 4 A 4 4 IR 
e, na 
) X. dx f x®- dx d 4 4 
0 x:b "bh 
x xra a 
D S H H po 
7 [ xt. dx = 2 | xt GG zul = ar ss 
) 1 X. dx 5 5 d ee 5 5 e 
0 * b b 


u m: 
Das Geſetz, nach welchem die Entwicklung weiter ſchreitet, iſt 
aus dieſen wenigen Fällen ſchon erkennbar. Wir können nach dieſen 
Gleichungen induktionsweiſe die allgemeine Form bilden: 


Es ſei beiläufig bemerkt, daß dieſe Integrationsgleichung nicht 
nur für ganzzahlige Exponenten n ſondern auch für gebrochene 
und auch für negative ganze und gebrochene Exponenten n be: 
Debt, mit einziger Ausnahme des Falles n = — 1. Doch können 
wir hier nicht weiter darauf eingehen. Wir werden aber gelegent— 
lich der Löſung einzelner Aufgaben indirekt beſtätigen, daß dieſe 
Angabe richtig iſt. 


http://rcin.org.pl 


Wir bezeichnen den Ausdruck oder die Summe 
a 


a \ 


(nai 8 Së = F(a) — F(b) 
5 t 


b 0 
als ein beſtimmtes Integral, (Lies: „Integral von fx)dx, ge- 
nommen von x — b bis x — a“), f(x) dx als das Differential 
dieſes Integrals oder dieſer Summe, dx als das Differential 
der Variablen x, endlich Frei, — Fla) — F(b) als den Wert dieſes 
Integrals zwiſchen den Grenzen b und a. Dabei durchläuft die 
Variable x alle Werte von b bis a. 


Ein beſtimmtes Integral iſt eine Summe von unendlich 
vielen, unendlich kleinen Größen (Difjerentialen). 


Zu dem Jutegral / f(x) dx iſt noch zu bemerken, daß die 


obere Grenze x die äußerſte Abſziſſe bezeichnet, bis zu der wir 
das Integral führen wollen, während das X in der Funktion f(x) 
eine Variable iſt, die alle Werte von 0 bis zu jenem äußerſten 
Grenzwert x durchläuft, in dem Sinne, den wir bei den bis— 
herigen Entwicklungen feſtgeſtellt haben. 

Zur Löſung der folgenden Aufgaben brauchen wir noch einige 
Sätze, die hier Erwähnung finden mögen. 

Aus den bisherigen Entwicklungen und aus der eben ausge— 
ſprochenen Definition des beſtimmten Integrals erhellt ohne weiteres: 

1) Ein konſtanter Faktor (e), der unter dem Inte— 
gralzeichen ſteht, kann vor dasſelbe geſetzt werden. 


bi 


[etw dx = c-fb) dx ef b dx) dx e fcb ＋ 2dx) dx . 
b 
= e(f(b)-dx +fib + dq) dx + fb+2dx)-dx + .... 


` bis zu =a 
= 0. dx. 


LAL a TE UE 
b b 
St „ g drs h. dee... 
b b b 
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x 


Ed 


X 


z. B. . bx - cx) dx = | a · dx bx. dx — len, dx 


0 0 0 


EM 


Sar Tb. 2 e 3 
3) Ein Satz, der ſich auf die Grenzen bezieht: 
D h a 


DÉI d 1 dx DÉI dx, 


0 0 D 
der nach den vorhergehenden Figuren ohne weiteres klar ift und 
der bei jenen Entwicklungen wiederholt dargelegt wurde. 
Aufgaben. 
Nachdem wir in dieſem Abſchnitt (IV) den Wert des beſtimmten 
a 


r 1 = 3 2 2 DI 
Jutegrals (a dx = 1 Fi in endlichen Größen ausgedrückt 
b b 


gefunden haben, jo beſitzen wir nun in dieſer Integrationsgleichung 
eine Art Mechanismus, der uns in den Stand ſetzt eine Reihe von 
Aufgaben in raſcheſter Weiſe zu löſen; Aufgaben, die ſonſt, wie 
wir in den Abſchnitten II und III erfahren haben, etwas umſtänd— 
liche und mühſame Einzelbetrachtungen erfordern. Wir wollen nun 
zeigen, wie wir dieſe und andere Aufgaben mit Hilfe unſeres Jute- 
grals fortan kurzerhand erledigen können; natürlich nur Aufgaben, 
deren Löſung ſich unmittelbar oder nach einer geeigneten Sub— 
ſtitution in die Form dieſes Integrals bringen läßt. 
1. Aufg. Fig. 65. Es ſoll die Fläche zwi— 
ſchen den Koordinaten eines 
Parabelpunktes A’ und dem 
zwiſchenliegenden Stück der 
Parabel berechnet werden. Die 
Gleichung der Parabel ſei: 

by zz, 

x=a a 


OAA'—= | a E 
H D pP 
0 0 


Ké 


= 2 1 ES 
p Kb 


a 


0 


* 


alſo OAA“ = 5 ab 


und folglich OCA' = a ab 
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b 
1 


y-o 
Dies gibt, wenn wir dc daß die Gleichung 00 auch für gebrochene 
Exponenten n Geltung hat, für 


1 berg 2 
— 28 Zë 4 — ? 
Open: 7 er 3 / 5 os r es a MI hees ab. 
Damit haben wir indirekt gezeigt, daß die bei (J) angefügte Bemerkung: 
für dieſen Fall (n = ) wenigſtens, richtig iſt. 


Wollen wir die Fläche BA A‘B‘, jo ergibt ſich dieſe augenſcheinlich als 
die Differenz 


xen x: x 
BAA'B' = OAA! — OBB — pas Es [vis = 5 ab 5 xy. 
220 * 0 


2. Aufg. Es ſoll dieſelbe Aufgabe für die Annahme einer kubiſchen Parabel 
gelöſt werden. 


Fig. 66. 


pe. y. = x“. Gleichung 
einer kubiſchen Parabel. 


Es ift wieder OAA' SE 


ef dx = 5 Con 
o 


0 


Sch Sé 
p'4 L 
1 CH 
H 4‘ = 
Alſo OAA' = RK rte 7 ab 


Folglich OCA = ab. 


Anderſeits ergibt ſich 
b 


b 
3 
non" c Vi dy 
0 0 


8 +1 " a b 


U 
3 
e 1 — KR 
cs Feil ai N 1 Ver Se 
3 | 


o 0 
Auch hier haben wir wieder die Beſtätigung, daß die Gleichung (), für 
dieſen 2. Fall (n S 3) wenigſtens, auch für gebrochene Exponenten gilt. 


Das können wir gleicherweiſe bei beliebig vielen derartigen Beiſpielen 
erfahren. 
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3. Aufg. Es ſoll dieſelbe Aufgabe hier noch in allgemeinſter Form behandelt 
werden. 


y= x" ſei die Gleichung der Grenzkurve 


x 


S n-+1 
a 25 dx = N. d SS = 1 
Fläche O A A (E f 1-2 ,= AEN 
0 


0 — ( — 


Fläche OC A“ = xy — EE e 


Andererſeits: 


Y e E SS 
* Së n n 
nen = fd * “dy = Is dr = —— — i he 
1 n 
0 ° o ae 


Folglich hat die Gleichung (J) Seite 89 auch für gebrochene Exponenten 
Geltung. 


4. Aufg. Noch einmal der Rauminhalt der Pyramide und des Pyramiden— 
ſtumpfs. Es bezeichne G die Grundfläche, k einen dazu parallelen 
Schnitt in dem Abſtand x von der Spitze, h die Höhe, dann iſt 


x=lı 


Fig 67. A Ss A dx 
Eer u d Nach einem bekannten Sat 
„ verhält ſich 

) 1 ta ar’ 
| 7 


E 


Ar Rauminhalt des Pyramidenſtumpfs von der 1 5 h- xo = h, iſt 
e h SZ ` 8 
Lë = Inn zb * 1 8 H ne DE Ke 8 „h ＋ hx xo) 


hi H 3 A REISE 


Il 


SE Aaf 8 


1 
V, F (G Vos Sh, 
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5. Aufg. Der Rauminhalt des ſenkrechten Kreiskegels und des Kegelſtumpfs 
ſoll berechnet werden. 


Fig. 68. 


h 
Es iſt v. * — 
E03 0 
Aus der Ahnlichkeit der Drei- 
ecke folgt: 
dy: dx x: h, ise 11. 


Nach dieſer Subſtitution er— 
halten wir 


ver h Kl 
2 ve | 
Vo vide zs e dc? 
y:o 0 
. 
ES EE urch. 


Oder wir ſubſtituieren aus 
der Gleichung yır=x:h 


N = und erhalten 
x-h h k 
TE 2 r? EA 1 d 
5 IE GG dx n hi 5 dx n b 3 | 7 urch. 
x:0 0 Io 


Für den Kegelſtumpf ergibt Dë durch Subſtitution der entſprechenden 
Grenzen: 


. 
R 3 KC 


Und ſetzen wir hier aus h: h. = r:(r—e), b — e 


jo erhalten wir 


v. = 3 G re . e) h. 


6. Aufg. Ebenſo noch einmal der Rauminhalt der Kugel und ihrer Teile. 
Diesmal denken wir uns die Kugel durch parallele Ebenen ſenk— 
recht zur X-Achſe in unendlich dünne Lamellen zerſchnitten. 
Der Rauminhalt einer ſolchen Lamelle iſt 


a v dx 
und der Rauminhalt der ganzen Kugel: 
V. = 2 Loës f G. X) dx 
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ez 2n (Sri fax) 
— 2 5 N 
3 /lo 
V. = 2u (r' — 4 r) 
4 
=7ır. 
— — 


wir, 


1 
1 
I 
H 
1 
1 


r 
EA EE 


und da Xi r — hi, ſo iſt 


vs 8 (Zr — h.) h,® =7 (311° 4 hie) hi 
c 


und der Rauminhalt einer Kugelſchichte: 


e H IX, e 3 
V. er PL > e n (r’x, — > 
R SPA 3 


Dasselbe Reſultat erhalten 


wenn wir das Integral 


27: dx auf die Grenzen 
— r bis + r erſtrecken. 

Der Inhalt des Kugelſeg— 
ments iſt: 


1 
. Ir — x?) dx 
x 


(Vergl. Seite 78) 


"+%) 


—=n ("is 2) — x CH =) SE DI ke 5 * A 


5 e (Ir! — (x? + xi x2 ＋ x20) . h 


Dieſe Formel läßt ſich folgendermaßen in die Formel auf Seite 79 überführen: 


Lë = 6 (6r°—2 (x, ＋ x x2 + xz Yh 
— = (6r.— 3x12 3x2 + XI Ax x2 + x3°)h 
SS e ( (-x) ＋3 (rx ＋ (K x20 h 
ZE D 
= e G er.) 4 h) h. 
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7. Aufg. Es ſoll der Rauminhalt eines Rotations-Ellipſoids bezw. eines 
Sphäroids beſtimmt werden. 

Die Ellipſe mit den 

Fig 70. Halbachſen a u. b (a b) 

entſteht aus dem Kreis 
mit dem Radius a, wenn 
wir alle Ordinaten (y‘) 
dieſes Kreiſes im Ver 
hältnis b:a verkleinern. 


(Vergl. Seite 38, Fig. 33). 


Es iſt / Va x- 

die Gleichung dieſes Kreiſes 
D 

und 7 = Rat et 
die Gleichung der Ellipſe. 

Oder die Ellipſe ent— 
ſteht aus dem Kreis mit 
dem Radius b, wenn wir 
alle Absziſſen (X“) dieſes 
Kreiſes im Verhältnis b: a vergrößern. Es iſt x! zs Hp y’ die Gleichung 
dieſes Kreiſes und x = I b’—y? die Gleichung der Ellipſe. 

Das Rotationsellipſoid entſteht durch Umdrehung der Ellipſe um 
ihre große Achſe (2a). Wir denken uns dieſen Körper durch parallele Ebenen, 
welche normal zur X-Achſe ſtehen, in unendlich dünne Lamellen zerſchnitten, 
dann iſt ſein Rauminhalt 


ira 


V. zl = it (a- x') dx = 2n ` fe X) dx 
hi 
ER Si Les — 70 Re a? ( — — 8 = S nab“ 


Das Sphäroid entſteht durch Rotation der Ellipſe um die kleine 
Achſe (2b). Wir denken es in unendlich dünne Lamellen, die normal zur 
V- Achſe ſtehen, geteilt, dann iſt Ko Rauminhalt 


y:b b 

3 
. 5 Side = Bn d —y)dy= 27 ß (v5 50 | 
y:o lo 


= Bam dë ce — a ah, (Vergl. Seite 81.) 
Ge = — 0 3 . (Vergl. Seite 81. 


8. Aufg. Es ſoll der Rauminhalt des bienenkorbförmigen Körpers beſtimmt 
werden, der entſteht, wenn eine Parabel 2. Grades um ihre Symmetrie— 
Achſe rotiert und der von einer Normalebene zu dieſer Achſe begrenzt 

wird n 

F Gleichung der Parabel. (Fig. 71.) 
Wir denken uns ët Körper in Lamellen, die auf der XAchſe ſenkrecht 
ſtehen, dee dann iſt das Volumen des Rofatiunskörpers von der Höhe a 
“a 


1 EM 
1 = ar dx SE — e o SE: 5 = 2 zab’. 
lo 


Kéi 0 0 
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Der Rauminhalt des Rotationsparaboloids iſt alſo genau gleich der 
Hälfte des Rauminhalts eines ſenkrecten Kreiszylinders von gleicher Grund— 


fläche und Höhe. 


9. Aufg. Berechne den Rauminhalt des Körpers, der von der Fläche, die 
durch Rotation der Parabel 2ten Grades um ihre Scheiteltangente 
entſteht, und durch eine Normalebene zu dieſer Achſe begrenzt wird. 


Fig. 71. 
b 
2 
V 1K dy; er A 
H 
0 
b b 
Me Le „ 
ni 5 p? 5 
0 0 
1 UN 1 
W ab. 


Wollen wir den unteren Teil 
auch noch dazu nehmen, ſo können 
wir dieſes Volumen V doppelt 
nehmen oder wir können das 
Integral auf die Grenzen von 
„ b bis y-—+b ausdehnen. 
In jedem Fall erhalten wir 

2 b 2 Gm 
V S * e 5 * b. 


10. Aufg. Beſtimme den Rauminhalt des Körpers, der von der Fläche, die 
durch Rotation der Parabel 2ten Grades um eine Gerade entſteht, 
die parallel zur Scheiteltangente iſt und von dieſer den Ahſtand e 
hat, und außerdem von zwei Ebenen begrenzt wird, die vom Aquator 
oder Kehlkreis die Entfernung h haben. (Vergl. Fig. 71). 


+h 
Vu 1 XR 2 N 
—h 
+h 


lege re ee lens, 


BM St n 


W ( + Ba + d S SR Ley + 2 ehrn + Te) 
3 p 5p D 3 2 x 


11. Aufg. Beſtimme den Rauminhalt des Körpers, der von einem einſchaligen 
Rotationshyperboloid und von zwei vom Kehlkreis gleichweit ent— 
fernten, zur Rotationsachſe ſenkrechten Ebenen begrenzt Ki 
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Die Gleichung 
des Achſenſchnitts, 
einer Hyperbel, 
iſt 


y=-c 


Aus der Hy— 
perbelgleichung 
folgt 


Dies unter dem Integral ſubſtituiert gibt 
＋ e re 


a® 8 a? d N 5 ei 
„E = lit) 2 5 (+ af 
e 


KS 


12, Aufg. Beſtimme ebenſo den Inhalt des Rotationskörpers eines zweiſchaligen 
Hyperboloids, der durch eine zur X.-Achſe ſenkrechte Ebene begrenzt 
wird, die vom Mittelpunkt den Abſtand e hat, (e > a). 


Der Rauminhalt dieſes napf- oder ſchalenförmigen Körpers tft 


0 0 0 
2 2 e 
Vun y dx E (K — a’) dx 2 E — vi 
Ce a (3 
D D Ia 
b 1,8% ur. v 2 
e: 1 — ale — g + 0 SE ZE: — ae E 3 10. 


13. Aufg. Es ſoll der Rauminhalt des Rotationskörpers beſtimmt werden, der 
von der Fläche, die durch Drehung der ſemikubiſchen Parabel um 
ihre Symmetrieachſe entſteht, und durch eine Lotebene zu dieſer Achſe 
begrenzt wird. 


Die Gleichung dieſer Parabel lautet: ay! = x'. 


Sie beſteht aus zwei zur X-Achſe ſymmetriſchen Aſten, die im Anfangs: 
punkt des Koordinatenſyſtems die X-Achſe berühren und hier eine Spitze 
bilden. Hier ſallen die 3 Schnittpunkte der Kurve mit der X-Achſe zuſammen. 
Jede Tangente an den einen Aſt der Kurve ſchneidet den andern Aſt noch in 
einem Punkt. Gleitet die Tangente an der Kurve fort, jo daß fie ſich der X-Achje 
nähert, dann rückt dieſer dritte Punkt, den ſie noch mit der Kurve gemein hat, 


http:/ roin. org. pl 


Fig. 73. 


gegen die Spitze, und ſobald fie mit 
der X- Achſe zuſammenfällt, rückt 
dieſer Punkt in die Spitze hinein. 
Eine derartige Spitze entſteht im⸗ 
mer dadurch, daß ſich eine Schleife 
einer Kurve zuſammenzieht Die 
Gleichung ay’ = x' (X b) ſtellt 
eine Kurve dritten Grades dar, die 
ſymmetriſch zur X.-Achſe verläuft u. 
im Koordinatenanfangspunkt einen 
Doppelpunkt mit daranſchließender 
Schleife beſitzt. Ziehen wir dieſe 
Schleife immer mehr zuſammen, 
indem wir die für die einzelne 
Kurve konſtante Strecke b kleiner 
und kleiner werden laſſen (b iſt 
die Länge der Schleife in der X.“ 
Achſe gemeſſen), ſo erſcheint die 
Spitze, ſobald b = o wird, und die 
Gleichung der Kurve lautet jetzt: 
ay E 2 


Das Volumen des Kegels mit 
dieſer krummen Mantellinie iſt 


h h Ih 


far E A A Z 4 
e 


0 0 0 
Wir können den Rauminhalt dieſes Kegels mit krummer Mantellinie 
auch in der Weiſe berechnen, daß wir den Rotationskörper in konapiſche 
Zylinderlamellen (um die X-Achje) zerlegt denken und dieſe ſummieren. Der 
Rauminhalt einer ſolchen Zylinderlamelle von der Dicke dy iſt 27 y dy -(h—x), 
alſo das Volumen des Kegels: 
b b b b 


3 3 HM 5 
gelen vie elen = Vay‘) dy 2nh 5 dy Sch, | y-dy 
0 0 H 0 


Nehmen wir wieder an, daß unſere Integrationsgleichung (J) auch für 
gebrochene Exponenten beſteht, ſo wird 
e 3 24100 3 

Ges So E — * Pë 3 
Veoh 2 22V a F 


—anh — DR 4 „ b h. 


Damit haben wir wieder in einem Spezialfall beſtätigt, daß die Gleichung 
(J) auch für gebrochene Exponenten gilt. Daß ihr für gebrochene Exponenten 


von der Form ` allgemeine Geltung zukommt, haben wir bereits auf Seite 93 
gezeigt. Nun haben wir auch ein Beiſpiel für eine allgemeinere Form des 
Exponenten. 

ké 
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Hat die Gleichung des Meridians eines ſolchen Rotationskörpers die all- 
gemeinere Form y? — x', fo iſt be hi, und fein Volumen 
h h 


[ ö e ee 
0 0 
h b b 
Anderſeits iſt V — 2% ydy (h X) zs zl — 2n (say 
0 0 0 
b b KE b 
2 1 ell ‚ | 
Ah - — sl dy = bh 222 
5 n ＋ 2% 
bb e ee NR ah 
n 1 n 
E 
_- b. h. 
21 


Damit haben wir dargelegt, daß die Integrationsgleichung (I) auch für 
gebrochene Exponenten von der Form“ 1 gilt und ſomit können wir ihre 
allgemeine Geltung als erwieſen betrachten. 


14. Aufg. Berechne den Rauminhalt der Rotationskörper von andern Parabeln 
(y axe)! Ebenſo den Rauminhalt des ſpindelförmigen Teils, 
der von der Umdrehungsfläche der Kurve ay? = x? (x +b) um 
die XZ Achſe begrenzt wird. 


15. Aufg. Noch einmal die Berechnung des elektriſchen Potentials. 


Wir haben dieſe in eingehender Weiſe auf Seite 40 42 ausgeführt und 
wollen hier nur die Integrationsgleichung (1) kurzerhand darauf anwenden: 
Wenn 1 LE aus unendlicher Ferne bis auf den Abſtand x an eine gleich— 
artige Ladung von E(LE) heranbewegt wird, jo iſt die zu leiſtende Arbeit, die 
nun in jener LE als potentielle Energie oder „Spannung“ aufgeſpeichert wird, 


x x 
P=— | 2 dx (cm = Dyn) = — d * dx (cm = Dyn) 
See 
( E 
X 
— 2471 
E Em, 
— 241 x 
* 


Das negative Vorzeichen rührt daher, daß die dx bei dieſer Bewegung 
der poſitiven Richtung entgegengeſetzt ſind. 


Dieſes Reſultat, das mi dem auf Seite 42 durch eingehende Betrachtung 
und Rechnung gefundenen übereinſtimmt, beſtätigt alſo, daß die Integrations— 
gleichung auch für negative Exponenten gilt. 


Gerade dieſer Fall begegnet uns in der Phyſik am häufigſten; denn alle 
Fernwirkungen find dem Quadrat der Entfernung indirekt proportional. 
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$ D 
Die Integrale T eso - de und [sing dg. 
0 0 


Bei verſchiedenen ähnlichen Aufgaben, wie wir ſie im vorher— 
gehenden Abſchnitt gelöſt haben, bei denen der Kreis und damit 
die Zahl „ eine Rolle ſpielt. ſtoßen wir auf Integrale von der 
hier angegebenen Form. Wir wollen auch dieſe Integrale auszu— 
werten ſuchen. Die Fig. 74 wird uns dazu führen. Wir werden 
die Werte dieſer Integrale unmittelbar aus ihr ableſen. Es ſoll 


Fig. 74. 


7 NW 
1 


V AN 


hier der Winkel AOB = y im Bogenmaß Auen werden. Wenn 
alſo OA gleich der Längeneinheit iſt, dann mißt der Kreis— 
bogen AB — o den Winkel AOB im Bogenmaß. 

Es ſei ferner BF] OA, dann ſtellt die Strecke FB direkt 
den sin und die Strecke OF den cos des Winkels dar. 

ain = f = FE = ede K = = O =* 

Der Wintel „ Io nun um dp . dann iſt bei un— 

endlich kleinem de und nur unter dieſer Vorausſetzung 


4 BCD = BO F = e 


Aus dem unendlich kleinen rechtwinkligen Dreieck BDC ergeben 
ſich die folgenden Beziehungen: 


DC = de cos ꝙ und DB = de - sin e oder 8D = — de sin p 
Oder in anderer Bezeichnung: 

1) cos : dp = dy = d(siny) 

2) sine de = — dx = — d(cosy) 

oder: — sing d = dx = d(cosp). 
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Mit dem negativen Vorzeichen hat es, wie ein Blick auf unſere 
Figur zeigt, folgende Bewandtnis: Wenn e wächſt, jo wächſt 
auch y oder sing und dy oder d(sing) iſt eine unendlich kleine, 
poſitive Größe. Die Strecke x oder cos ꝙ nimmt dagegen bei 
wachſendem ab, alſo iſt dx oder d(cosy) eine unendlich kleine, 
negative Größe. 

Es iſt GH= dx, FG = — dx. N 

Denken wir uns den Bogen in unendlich viele und unendlich 
kleine Teilchen de geteilt und, wie es in Fig. 74 (rechterhand) 
eſchehen, durch die Teilungspunkte alle horizontalen und vertikalen 


inien gezogen, ſo iſt augenſcheinlich: 


9 9:9 7 9 
3) dy = ET d | d (sing) = sing! 
9:0 Kat 0 lo 
d 
und Ee Sn ED Ze 
"a 7 Ka 
oder: S- sing -dy =| d (osp)=cosy =cosp— 1. 
0 0 0 
9 S 9 
Alſo: ET -dg=| —d(eospg)=—cosp =— cosp — (1) 
° V o — cos ꝙ ＋＋ 1. 


Wir haben damit zwei neue beſtimmte Integrale ausgewertet: 


9 
II. ETH df = sing 
9:0 
und 
= U | 
III. 13 d C 
9:0 0 


An Stelle der Grenzen o und können natürlich auch zwei 
andere Grenzen o: und oa treten, was aus unſerer Figur auch 
klar erſcheint. Mit dieſen zwei Integrationsgleichungen wollen wir 
einige Aufgaben löſen. 
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Aufgaben. 
1. Aufg. Noch einmal die Berechnung des Flächeninhalts eines Kreiſes. Dies— 
mal als Beiſpiel für eines der letzten Integrale. 
Nach Fig. 75 iſt 
y=rsin ꝙ und dx = rdy- sin . 
Alſo iſt der Flächeninhalt des 
Kreiſes 


Fig. 75. 


4 2 D 
Ke SC 
IA Hp sin’ydp e (sin dp 
9:0 0 


Um dieſes Integral mit einem 
der beiden letzteren Integrale in Ein 
klang zu bringen, ſubſtituieren wir 


Sin? ꝙ = E und beachten, daß 


wenn ſich o um do ändert, ſich 2% 
um 2 doe ändert. Es iſt aljo 
dp = + doe) und ſomit 


H 27 


= 
= gr In — cos 29) dp = „fü — cos 2%) d'(2p) 
6 0 


0 
7 


SCH A E — sin cl rege e = ar, 
= 5 —.— 


2. Aufg. Berechnung des Flächeninhalts einer Ellipſe. 

Bekanntlich können wir t 
die Ellipſe punttweiſe fol- rt 
gendermaßen konſtruieren: 
Wir beſchreiben um den 
Koordinatenanfangspunkt 
mit den Halbachſen a und b 
Kreiſe, ziehen durch den 
Mittelpunkt O einen Strahl 
OBA, durch A das Lot und 
durch B die Parallele zur 
X-Achſe, dann mm P ein 
Punkt der Ellipſe. Es be— 
ſtehen nun die folgenden 
einfachen Beziehungen: 
Xx a cos , y b sin ꝙ. 
p Winkel jenes Strahls mit 
der X-Achſe (Parameter). 

Der Flächeninhalt der 
Viertelellipſe iſt nun 

a 


1 = fr 


0 
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Subſtituieren wir y = bsin® und wie aus der Zeichnung erſichtlich 
dx =: — a d- sin ꝙ (negativ, weil bei wachſendem @ die Abſziſſe x abnimmt), 


ſo erhalten wir | 
p 0 0 

4 Ik snp(-asinp dy) = — ab (sin o dp | 

S A | 


Wir haben hier dasjelbe Integral wie bei Aufg. (1) und erhalten: 


* P DN , | 
1 — 4 U 2 "las 2 2 4 | 
2 2 
2 N 
alſo FS nn. 


3. Aufg. Noch einmal die Berechnung der Kugeloberfläche. 


Wir denken uns die Kugel durch normale Ebenen zur XAchſe in un— 
endlich dünne Lamellen geteilt Fig. 75), dann iſt die Mantelfläche einer ſolchen 
Lamelle d = y = dy) rde — 2ryrdp, weil dy als Summand gegen 
Ze vernachläſſigt werden kann. Alſo iſt die Oberfläche der Kugel 


g-n 77 r 
0 e Zaerd - Zur? | sinpdy =2m°(-cosg) Zuët GA GO dar’; 
F:0 0 0 


Ké 
für die Kugelkappe iſt O. — Zur" (cos ) = 2nr’(—cosp-(-1)=2mr’(1-cosg)-2rrh; 


Ka 
für die Kugelzone ift O. — Zar? (-cosg) ` Zur (— cos ꝙ — (— eos )) 
dal 


= 2nr? (cos q — cos ) — 2ar- (hi — bz) =2urh, 


wenn gn und Ps die den Grenzkreiſen entſprechenden halben Zentriwinkel be— 
zeichnen. 


4. Aufg. Berechnung der Fläche und des Rauminhaltes a) von einem Kloſter— \ 
gewölbe, b) von einem Kreuzgewölbe. 
Wenn zwei Zylinderflächen, wir ſtellen uns hier nur Kreiszylinder vor, 
einander durchdringen, ſo ſchneiden ſie einander nach einer Raumkurve vierter 
Ordnung, d. h. dieſe Kurve kann von einer Ebene höchſtens in vier Punkten 
getroffen werden. Sie beſteht entweder aus zwei räumlichen Ovalen oder 
aus einem räumlichen Oval. 


Wenn die zwei Zylinderflächen einander in einem Punkt berühren, d. h. 
in dieſem Punkt eine gemeinſame Tangentialebene haben, jo vereinigen ſich die 
beiden Ovale in einem einzigen geſchloſſenen Linienzug, der aus zwei Schleifen 
beſteht; die Raumkurve erhält in dieſem Punkt einen ſogenannten Doppelpunkt; 
die Schnittkürve der Zylinderflächen ſchneidet ſich hier ſelbſt, oder, bei entgegen: 
geſetzter Bewegung des einen Zylinders nimmt das eine vorher vorhandene 
Oval einen Doppelpunkt an und beſteht nun aus zwei Schleifen. Eine Ebene, 
welche durch dieſen Doppelpunkt geht, kann die Kurve nur noch in 2 anderen 
Punkten treffen; dieſer Doppelpunkt zählt hier für 2 Schnittpunkte. Wenn wir 
nun zwei Zylinder haben, die einander in zwei Punkten berühren, was ein⸗ 
tritt, wenn die Achſen von zwei ſenkrechten Kreiszylindern mit gleichen Durch— 
meſſern einander ſchneiden, ſo muß ihre Schnittkurve zwei Doppelpunkte erhalten. 
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Eine Ebene, welche durch dieſe zwei Doppelpunkte und einen dritten Punkt 
der Kurve gelegt würde, hätte nun 5 Schnittpunkte mit der Kurve gemeinſam. 
Das kann aber nicht der Fall ſein. Die Schnittkurve ſolcher Zylinder kann keine 
räumlich gekrümmte, doppelt gekrümmte Kurve mehr ſein. Stellen wir uns ein 
Modell her, indem wir einen Kreiszylinder zentral mit einem Bohrer von 
gleichem Durchmeſſer durchbohren, oder ſtellen wir eine genaue Zeichnung her, 
jo finden wir, daß die beiden Zylinderflächen einander in zwei Ellipſen durch— 
dringen, die einander in jenen Doppel punkten ſchneiden. Die Raumkurv⸗ 
4. Ordnung zerfällt jetzt in zwei ebene Kurven 2 Ordnung, in zwei El lipſen. 
Wenn wir nun die anfangs erwähnten Gewölbe herſtellen wollen, ſo nehmen 
wir als einfachſten Fall zwei Kreiszylinderflächen von gleichem Durchmeſſer, 
deren Achſen einander ſenkrecht ſchneiden und in einer horizontalen Ebene liegen. 
Die beiden unteren Hälften kommen natürlich in Wegfall. 

Wir haben nun zwei Halbzylinder, die auf einer horizontalen Ebene 
ruhen und deren unterſte Erzeugenden (die Kämpferlinien) ein Quadrat bilden. 

Nehmen wir die äußeren Flächenteile weg, ſo bleibt die innere Wölb— 
fläche eines Kloſtergewölbes übrig; nehmen wir aber die inneren Flächen— 
teile fort, jo bleibt ein Kreuzgewölbe ſübrig. 


a) Das Kloſtergewölbe. 


Seine innere Wölbfläche zerfällt erſichtlich in 4 kongruente Teile, alſo iſt ſie 
n 


9:7 g 
SEH GUTE x r- cosꝙ. 
9 0 
1) 7 NER: H 
ME E een d = ër? Bee, dp = 8r’sinp Wi gr (10) — Sr. 
0 ke o 
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Wir erhalten alſo das merkwürdige Reſultat, daß die innere Wölbfläche 
dieſes Kloſtergewölbes genau gleich ſeiner doppelten Grundfläche (ſeiner hori— 
zontalen Projektion) iſt. 

Ebenſo zerfällt auch der innere Raum in 4 kongruente Teile, alſo iſt ſein 
Inhalt, wenn wir ihn in vertikale Lamellen geteilt denken, 

XxX=r 


ee 4255 dx 
Zen 
Dieſes Integral können wir auf verſchiedene Arten auswerten. Eine 
davon können wir hier ausführen. Ein Blick auf die Figur läßt die Gleichungen: 


x M etg ꝙ = . dx =r dp sin ; r d cos = dy 
sin o 
erkennen. Ziele Werte unter dem Integral ſubſtituiert ergeben: 
E r ir 
2 8 va 
2) e E Y* cos r d = 8 dy = 8 SFr. 
5 5 „ — 


Denken wir uns den inneren Raum des Kloſtergewölbes in horizontale 
Lamellen geteilt, ſo iſt ſein Volumen 


D r r Ir 
Bu SE dy Ale nale 5 4 (5% — ail 
0 0 0 0 

— E = 8 H 

4 6 3 3 1. 


Dieſes Reſultat ergibt ſich, nachdem wir einmal den Inhalt der Wölb— 
fläche berechnet haben, mit einem Schlag, wenn wir den Raum des Kloſter— 
gewölbes vom Mittelpunkt der Grundfläche aus in Nadelpyramiden zerlegt 
denken, deren Grundflächen dw in der Wölbfläche liegen Es iſt nach dieſer 
Auffaſſung, wenn wir das Integral über die ganze Wölbfläche erſtrecken, 


br? Sr? 


vn E? deu Elie 5 8 gr 


0 0 


Wollen wir ſchließlich noch den Rauminhalt der Mauermaſſe eines Kloſter— 
gewölbes, deſſen Stärke mit d bezeichnet ſei, ſo iſt derſelbe 


99 e (EEN — gd 


b) das Kreuzgewölbe. 


Auch hier beſteht die Wölbfläche aus 4 kongruenten Teilen oder aus 8 
flächengleichen Teilen. Ihr Inhalt iſt 
Hi Hi 


Ri 
2 H 2 
Wi. JEZ D — x) = sfr (r x cos ) dp = [a — cos ) dp 
0 0 0 
5 m 
3) = 8° (e — ainp)? = Ir P 2 1 
0 2 7 
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ein Reſultat, das wir ohne weiteres aus Gleichung (1) finden können; denn 
die Wölbfläche des Kreuzgewölbes iſt gleich der Summe der beiden Halbzylinder— 
flächen abzüglich der Wölbfläche des Kloſtergewölbes. 


Wu = 2 ur r — 8r? = Sri 2 — 1) 


Ebenſo beſteht der Gewölberaum aus 4 kongruenten oder 8 inhaltsgleichen 
Teilen. Es iſt alſo, wenn wir in vertikale Lamellen parallel zu den Achſen teilen, 


r r r 
W 
Vi- = 8 (r ) ydx - dr ydx - xy dx = Sr, ae; a) 
0 0 0 


4 (2 — le, 
) 5 E lf 
Oder wenn wir den Raum in horizontale Lamellen teilen, jo ift 
A r 1 * E 
Vir ber, — 4 6 — 90% dy Jm — dei dy er xx 
0 0 0 0 


r 


0 


Lë 
E EE 77 EE $ — EE 
Br 4 dÉ mir = Ser — 4 (r — 5 
0 


— 3 ect 
AT ee 1 Br 


*) Siehe Gleichung (2). 
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Dasſelbe Reſultat erhalten wir, wenn wir den Raum vom Mittelpunkt. 
der Grundfläche aus in Nadelpyramiden zerlegen, deren Grundflächen dk erſtens 
die Gewölbefläche und zweitens die 4 halbkreisförmigen Seitenflächen ausfüllen. 
Alle dieſe unendlich ` e Kier rte? haben die Höhe r. 


W r fa 1 ( 2 —1) ES zl Ki (7-4) 


Zum Schluſſe ek eine vierte Ableitung dieſer Formel: Berechnen wir 
den Rauminhalt der Halbzylinder, 2. re. 2r 2 ½ , To iſt in dieſer Summe 
der Rauminhalt des Kloſtergewölbes zweimal enthalten. 

Der Rauminhalt des Kreuzgewölbes iſt alſo 


ER 1 
ee (4-3) * 


Differentiale höherer Ordnung. Mehrfache Integrale. 

Im Auſchluß an den letzten Abſchnitt noch einige Bemerkungen 
über Linien-, Flächen- und Körperelemente. 

1. Das Linienelement iſt eine unendlich kleine 
Größe erſter Ordnung, die wir mit dx, dy, ds oder beim 
Kreiſe mit rde bezeichnen. Auf andere Darſtellungen des Linien— 
elements kann hier nicht eingegangen werden. 

2. Das Flächenelement iſt entweder eine unendlich 
kleine Größe erter Ordnung; ein unendlich ſchmales Rechteck, 
dF = y. dx, oder ein unendlich ſchmales Dreieck, dF — Xx. dx, 
oder in Polarkoordinaten dE — ! r.rdp — 4 r’dy, oder es iſt 
eine unendlich kleine Größe zweiter Ordnung, ein Recht— 
eckchen, deſſen beide Dimenſionen unendlich kleine Größen erſter 
Ordnung find, d’F = dx. dy. 

Wir wollen an zwei einfachen Beiſpielen zeigen, in welcher 
Weiſe wir ſolche unendlich kleine Größen zweiter Ordnung inte— 


grieren können. Fig. 79. 4 Es ſoll der Flä⸗ 
cheninhalt eines Drei— 
ecks beſtimmt werden. 

Wir denken uns das 
Dreieck ABC durch 
Parallele zu den Koor— 
dinatenachſen in unend— 
lich kleine Rechteckchen 
2. Ordnung geteilt. 
Summieren wir die— 
ſelben längs einer zur 
X Achſe parallelen 
Strecke x, jo erhalten 
wir den Flächeninhalt 
einer Lamelle 


d ABC) ſcdx. ay e 
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Dabei ſpielen y und dy die Rollen von Konſtanten; nur x 
durchläuft alle Werte von o bis x. Summieren wir nun alle zur 
X-Achje parallelen Lamellen, jo erhalten wir, da 


ee e V 
e =]: (by). dy 
0 0 


Am Delt 


STEE Séis / dx, da längs der Grenze 
A 5 a 


a 
Ed DE e Ee 
Alſo A ABC = * du 2 2 ub. 
0 
Die zwei hier nacheinander ausgeführten Integrationen pflegen 
wir von vorneherein durch ein ſogenanntes Doppelintegral anzu— 
deuten: 


} x a H 


AABC= | IKT | Im 


0 0 0 


Es iſt leicht einzuſehen, daß es gleichgültig iſt, in welcher 
Reihenfolge wir hier integrieren Wir wollen nun noch zuerſt 
nach y integrieren und dann nach x: 


a y a y a 
AABC — 4 48 = | iR (än 


y:b=(a - Y: a, alſo 


a 


b a 1 
= 2 2 ab. 


0 


A ABC CAE 2a -3)|= 


b) Es ſoll der Flächeninhalt eines Kreiſes mit Benützung von 
Polarkoordinaten berechnet werden 
Es iſt der Inhalt des ſchraffierten Flächenelements 


asp — Cee 4 = e eee % e dp. de 
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Im Unendlichkleinen 
wird der kleine oder 
ſehr kleine Ausſchnitt 
aus dem Kreisring ein 
Rechteckchen. - 
Alſo 

OY g-2r 


lee Ae 


Im erſten Fall haben wir zuerſt längs eines Kreisringes vom 
Radius o und der Breite do integriert, dabei bleiben o und de 
konſtant, und dann von e = o bis o = x, d. h. wir haben die 
Summe der Flächen aller Kreisringe (Aude) berechnet, die den 
ganzen Kreis ausfüllen. 


Im zweiten Fall haben wir zuerſt längs eines Radius r inte- 
griert, haben den Flächeninhalt eines Kreisſektors vom Radius r 
und dem Zentriwinkel de berechnet, und dann haben wir erſt nach 
ꝙ integriert, von = o bis = 2m, d. h. wir haben die Summe 
aller jener Kreisſektoren, die den ganzen Kreis ausfüllen, beſtimmt. 


3) Das Körper- oder Volumenelement iſt entweder eine un— 
endlich kleine Größe 1. Ordnung, dy = f dx (Juhalt 
einer Lamelle) oder eine unendlich kleine Größe 2. Ord— 
nung, dey = z dx dy oder eine unendlich kleine Größe 
3. Ordnung, d’V = dx dy dz. 
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Wir wollen die Integration für den Zten Fall auch mit zwei 
einfachen Bei— Fig. 81. 
ſpielen Elarlegen. 2 


a) Es ſoll der 
Rauminhalt eines 
Tetraeders be— 
ſtimmt werden, 
welches eine recht— 
winklige körperliche 

Ecke beſitzt. 

Wir nehmen die 
in dieſer Ecke 0 
zuſammenſtoßen— 
den Kanten als 
Koordinatenachſen 
und denken uns das 
Tetraeder parallel 
zu den Koordi— 
natenebenen in uns 
endlich kleineRecht— 
eckerchen geteilt, 
dann iſt (Fig. 81) 
d V dx dy- dz 


. Lë off 
V er f In dydz... (analog (2)) 


Wir integrieren zuerſt das Säulchen entlang, welches über 
dem Flächenelement dx - dy ſteht. Für dieſes Säulchen find x u. y, 
dx und dy. 1 Größen. 


Affen een 


Nun SEET mir in Der Lamelle von der Dicke dx nach y 


Für alle Stäbchen in dieſer Lamelle find x und dx Konſtante, 
ebenſolche auch vi und 2“. 


Es verhält ſich 2:2 = (y' — y): y, hieraus 2 = 


"RK 


Subſtituieren wir dieſen Wert von z und jegen die für dieſe 
Jutegration konſtanten Werte vor das zweite Integralzeichen, ſo 
erhalten wir 
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Sulu haben wir a alle dieſe Lamellen von x S o 
bis x = a zu integrieren. 


Es verhält ſich A e RS 
und yes (ar a gl es Se 
Be 
Alſo V = S 
1 
Mr 2 
vl 
Bei ſehr 


kleinen dx, oy, 
oz iſt die Te— 
traederfläche 
ABG eine oe: 
ſtichelte Fläche, 
aus welcher 
ſehr kleine, 
dem Tetra— 
eder OABC 
ähnliche Ver— 
tiefungen aus— 
geſtochen, find. 
Beim Über: 
gang zu den 
unendlich klei— 
nen dx, dy, dz 
werden dieſe 
Vertiefungen 
unmeßbar, 
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unangebbar klein und die geſtichelte Fläche ABC wird für endliche 
Lebeweſen, die das Unendlichkleine erſter Ordnung nicht mehr wahr— 
nehmen können, zur ebenen Fläche. 

Wir überſehen leicht, daß es gleichgültig iſt, in welcher Reihen— 
folge wir die 3 Integrationen ausführen. 

b) Es ſoll mit Benützung von Polarkoordinaten der Raum— 
inhalt der Kugel berechnet werden. 

Ein Punkt ſei hier beſtimmt durch o, y und , o = Ab— 
ſtand des Punktes vom Koordinatenanfangspunkt, welcher der 
Mittelpunkt der Kugel iſt, „ und / zwei Winkel in der Bedeutung, 
wie ſie aus Fig 82 erſichtlich iſt. 

Wir denken uns den Kugelkörper durch Ebenen, welche durch 
die Z-Achje gehen (Meridianebenen), durch konzentriſche Kugelflächen 
und durch konaxiſche Kegelflächen, welche die Z-Achſe des Koordinaten— 
ſyſtems zur Achſe und ihre Spitzen im Kugelmittelpunkt haben, in 
unendlich kleine Rechteckerchen geteilt, dann iſt der Rauminhalt 
eines ſolchen Körperelements 


dv = cos Ur dp: ed de, 


get V= ge 


alſo v=#- | f | oda cos li: do 
ie de Ca 
E, 7 r 7 
ez 8 eue cos w dıy ET | 0d In du 
e 0 e e e 
r Kë r k 
An Io sin a —=4n fe de 1 47 o ere 
5 j lo 5 0 * 


Wir haben hier zuvörderſt längs eines Parallelkreiſes inte— 
griert. Dabei war nur variabel, alle andern Größen find für 
dieſe Integration konſtant. Wir haben mit dieſem Integral den 
Rauminhalt eines Ringes auf der Kugel vom Radius , von der 
Breite o. du und der Dicke do im Abſtand u vom Aquator und 
im Abſtand o vom Kugelmittelpunkt beſtimmt. Beim zweiten Inte— 
gral ſummieren wir dieſe Ringe über die ganze Kugel und erhalten 
jo den Inhalt einer Hohlkugel vom Radius o und der Dicke de. 
Bei der dritten Integration endlich ſummieren wir die Raum— 
inhalte aller Hohlkugeln, welche die Vollkugel vom Radius r aus— 
machen. Wir erkennen auch hier, daß die Reihenfolge der Integra— 
tionen nicht von Belang iſt. Welche Bedeutung hat jede der noch 
möglichen 5 Reihenfolgen der Integration? 

8 
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Sehr hübſche Beiſpiele für die Anwendung unſerer drei Integrale bieten 
Schwerpunktsberechnungen. 


Wenn wir die Schwerpunkte von Linien beſtimmen wollen, jo denken 
wir uns dieſelben als ſehr ſeine Drähte, die überall gleichen Durchmeſſer haben 
und durchaus aus demſelben homogenen Sioff beſtehen. Gewicht der Längen— 
einheit = /. Koordinaten des Schwerpunktes ſtets X, Yo. 


Fig. 83. 


auch die 


1. Aufg. Schwerpunkt eines 
Kreisbogens. 


Es jet b ein Kreisbogen, ſym— 
metriſch von der X-Achſe geteilt, dann 
muß der Schwerpunkt S auf dieſer 
Symmetrieachſe liegen. 

Da das Drehungsmoment eines 
Körpers inbezug auf eine Achſe gleich 
der Summe der Drehungsmomente 
aller ſeiner Teile inbezug auf dieſelbe 
Achſe ſein muß,“) ſo ergibt ſich, wenn 
wir die X- Achſe als dieſe Achſe an— 
ſehen, 


Fee 247 
by 70 7 ds y=y : sin VK 1d 
LAM 1 e 
SEN \ H H 
Géi 
f 5 ER `. 
bey, nn | sin d = HI (— cos ) =2r"sin 5 
* 1 e BG 
EE 
wi A BEE ée EH AE 
8 b D U 
1 2 


Für den Halbkreis ten, y = 2r „ = r. 
Schwerpunkt einiger Flächen. 
Wenn wie von dem Schwerpunkt einer Fläche reden, jo haben wir uns 
eine materielle Fläche zu denken, ein ſehr dünnes Blech von durchaus gleicher 
Dicke und aus homogenem Material. Gewicht der Flächeneinheit = 7. 


Fig. 84 


2. Aufg. Schwerpunkt eines 
Dreiecks. 


Wir teilen das Dreieck in parallele 
Lamellen zur Grundlinie a, dann iſt 
h 


2 hy v. -| „ xdy 
175 


X: a = (h- y): h 


. 


„) Siehe Phyfik: Reſultante von parallelen, gleich gerichteten Kräften. 
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Dies fübffituiert gibt 


h 
„ A. Jr 1 A (%) 
2 m. 5. =[ h rd K.] G y)dy 1 ( 2 3) 
D 0 
a he h 1 
— X — I 
SIE 5) EP. SS 


Dies gilt inbezug auf jede Seite. Die drei Parallelen, die im Abſtand 
von z der zugehörigen Höhen zu den Seiten des Dreiecks gezogen werden, 
gehen durch den Schwerpunkt des Dreiecks. Durch dieſen Punkt gehen auch die 
3 Mitteltransverſalen, weshalb dieſe auch „Schwerpunktstransverſalen“ heißen. 


3. Aufg. Schwerpunkt eines Trapezes. 
Fig. 85. 


Wir teilen auch das Trapez in zu den Grundlinien parallele Lamellen, 
dann liegen die Schwerpunkte dieſer Lamellen auf der Mitteltransverſalen der 
beiden Grundlinien, welche alſo eine Schwerlinie des Trapezes iſt. Es handelt 
ſich nur noch um die Ordinate des Schwerpunktes. Die Momentengleichung lautet: 

I 


. hy Wé SE WEE Ké 


o 
Wir ziehen durch einen der oberen Eckpunkte die Parallele zur gegen= 
überliegenden ſchrägen Seite, dann folgt aus der Figur, wenn h die Höhe des 
Trapezes bezeichnet, 
x — b): (a — b) = (öh — y): h; 
hieraus E LS nl 


Dies oben „Jubftituiert gibt 


tb, char, -1( S % 
fi ydy K ar (a 9 3 


h 


h 
a-+b — EB 2 D 
EEN EEN 
2 ＋ 2b en ee, 
Hieraus „= 3 (6 T 5 h und h yo 3 (0 LN h 
5. 0 — 50 = 6 4 20) (2 4 0 ( ＋ b) ( ＋ 5), 


wonach die einfache Konſtruktion für die Beſtimmung des Schwerpunktes 8, 
welche aus der Figur 85 erſichtlich iſt, einleuchtet. ch 
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4. Aufg. Schwerpunkt eines Kreisſektors. 


Fig. 86. 
Nach dem oben angeführten Satz 
KH aus der Statik ut hier, wenn wir uns 
MER, den Sektor in Sektorelemente mit 
le den Zentriwinkeln de geteilt denken, 


Sg 


H? Vo — r’dp-y:y 


= 


T = 3 r sin , 
da der Schwerpunkt eines Sektorelements 
im Abſtand von 5 ber Höhe von der 
Spitze liegt. Alſo iſt 


DZ 
1 „ 13 1 } 
—by-y»=y- | r’singdg . Br. la dp=y- r' (- cos 
F J enie et LEET ( cb 
RE | 
1 PR EE } 
e e St ein 4 7 folglich 
„% dÉ sin 5 28 1 
r di E ` SÉ 


d. h. der Schwerpunkt des Kreisſektors iſt identiſch mit dem Schwerpunkt des 
zu demſelben Zentriwinkel « gehörigen Bogens von dem Radius zr, was von 
vorneherein ſchon klar liegt und nach dem Reſultat der Aufgabe (1) ohne 
weiteres hätte angegeben werden können. Der geometriſche Ort der Schwer: 
punkte der Sektorelemente iſt der Kreisbogen vom Radius r in 4. Der 
Schwerpunkt dieſes Kreisbogens muß alſo der Schwerpunkt des Sektors ſein. 


Fig. 87. 5. Aufg. Schwerpunkt eines 
Flächenringausſchnitts. 


Der Schwerpunkt 8 muß auch hier 
auf der Symmetrieachſe (Y) liegen. 

Bezeichnet y, ſeine Ordinate, yı die 
Ordinate des Schwerpunktes des Sektors 
(rie) und ya die Ordinate des Schwer: 
punktes vom Sektor (rec), dann iſt nach 
dem bei (1) angeführten Satz 


H 
eh (ri rz) / J. 2 dırıy "ya 


— 5 bir) d 


e . „ * 
4. sin 2 4 sin 2 ) 
zn 5 

@ 


4 DH LO Z 
folglich: (r. . ra) G — 10 & v. = 3 deg („ — 12) 4 


ai Fuge in Fig. 87 bei r den Index 2 an! 
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5% „, vo 5 E E 
8 3 m — Pai @ 3 11 kr Le 
Läßt man r, größer werden, jo wird das Ringſtück ſchmäler und wird 
ſchließlich ein Kreisbogen, wenn re = rt wird. Dann wird 


. = 
5 4 r; sin _ 11 ein g. Vergl. (1). 
3 211 e Ce 
6. Aufg. Schwerpunkt eines Fig. 88. 


Kreisabſchnittes (Segments). 


Die Momentengleichung lautet hier, 
nachdem mit dem Dichtigkeitsfaktor — 
dividiert iſt (Ar, r = c), 


CEA er eg 
— sin 2 cos 2 E T cos 
— (Sr cos 2) 5 1 P ée 
2 2 2 
Hieraus LO 3 E: — Ee S de SZ, e 
3 sin 2 cos 2 : 


Der Schwerpunkt eines Halbkreiſes liegt alſo im Abſtand 


Cé . z f 
7.“ = EA ie r (annähernd!) 
7. Aufg. Schwerpunkt eines halben und eines ganzen 
Parabelſegments. 

y’= px. Gleichung der Parabel. (Siehe S. 97, Fig. 71) 

Wir denken uns zunächſt die Fläche des halben Segments in zu X ſenk⸗ 
rechte, unendlich dünne Lamellen geteilt, dann lauten (Vergl. S. 114, 1) die 
Momentengleichungen, nachdem mit dem Gewicht; der Flächeneinheit dividiert ift, 

a 


a a a 
e d — GE GE 1 HM BX dE, 
1) y * x vas 5 fr dx 2 2 
0 0 D 0 0 
* 7 R San) P gu. 1 2 See 8 
) J b 7. 4 P. 4 45 LE 
b b 
und 2) 2 ab x, ln dy (x+ =) er 2. dy 
0 0 
b * 
— N — CSS Ya. 2a -1 (m) 
le Hase) ee 
0 
1 1 2 ; 8 
= 2 (% — 3 eh = 5 b; folglich x= EC a. 


*) Siehe S. 91, 1. Aufg. 
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oder, wenn wir ſchreiben: 3 ab. Xx. = | X y dx J x IV PX dx 
a 171 Ia 8 a 
1 n x” | 2 x? SS 2 2 
Vi dx =/ p +1 5 Ve ze b. 
0 0 0 


Wir haben alſo hier wieder die Beſtätigung, daß die Gleichung (I, auch 
für gebrochene Exponenten Geltung hat. 

Es iſt ohne weiteres klar, daß der Schwerpunkt 8, des Parabelſegments 
auf der Symmetrieachſe (X) liegt und ſein Abſtand vom Scheitel der Parabel auch 


geg 5 D Siehe S. 97, Fig. 71. 


8. Aufg. Schwerpunkt eines Ellipſenquadranten. 


x. Së 15 Gleichung der Ellipſe. 
e 1 (Siehe S.96, Fig. 70 linkerhand!). 
Die genau 11 0 hier: 
a a 
ber fe Y Als * — ede Uess 555 (n = 5) 
0 0 
r e 155 
) 4 ab . y, Za 5 3 ab“, al ſo Yo = 
** b b 
und x Joe ay — A (om = Er In ) dy 
` 2 2 bi 
0 0 0 
/ U 
WW: ai 88 e | 2 e — 5 1 2 —.— 4 $ 
— KU 5 )\, ‚ aljo 4 ab · x. 3 ab und Ze Fe a. 


Aus der Symmetrie der Figur erhellt ſofort, daß der Schwerpunkt einer 
Halbellipſe auf ihrer Symmetrieachſe liegt und den Abſtand x, — Si bezw. 
Die Fr vom Mittelpunkt der Ellipſe hat. Siehe S. 124, Fig. 99 u. 100, auch 70. 
9. Aufg. Beſtimme den Schwerpunkt einer von einer Hyperbel und den beiden 

Koordinaten eines ihrer Punkte begrenzten Fläche. 

Ebenſo die Schwerpunkte von Flächen, die von Parabeln in 

gleicher Weiſe begrenzt ſind 


10. Aufg. Schwerpunkt einer Kugelzone und einer Kugelkappe. 

Wir denken uns dieſelbe durch zur X-Achſe ſenkrechte Ebenen in unendlich 
dünne Lamellen geteilt. Der Schwerpunkt muß ſelbſtverſtändlich auf der V- 
Achſe liegen. Dann lautet die Momentengleichung 


51 


O lesch „ 


E Ya 
*) Siehe S. 39, 3. Aufg. u S. 103 4, 2. Aufg. 
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Aus den ähnlichen Dreiecken folgt: 
Op e GE ee 
Somit durch Subſtitution 


D el? 
BE? — 2urdy y=2nr 5 | 
ya d ya 
Alſo 2ar (i — 7) . 2 


1 5 - 
= än 3 D Se 


Hieraus y. = N. 5 d: 


Der Schwerpunkt jeder dieſer Flächen iſt der Mittelpunkt ihrer Höhe, 
iſt alſo identiſch mit dem Schwerpunkt der zwiſchen denſelben Grenzebenen 
liegenden Mantelfläche des der Kugel umbeſchriebenen Zylinders. 


11. Aufg. Schwerpunkt der Mantelfläche einer Pyramide 
oder eines Kegels. 


Hier iſt keine Rechnung nötig. Der Schwerpunkt liegt in jedem Fall im 
Abſtand + der Höhe von der Baſis auf der Linie, welche die Spitze mit dem 
Schwerpunkt der Baſis verbindet. Der Schwerpunkt der Mantel⸗ 
fläche eines Kegelſtumpfes ergibt ſich aus der Momentengleichung 
als im Abſtand 


er 
5 85 R T T 
von der Grundfläche entfernt auf der Achſe. 
Ableitung dieſer Formel: Fig. 90. 
h 


a (R ＋ r) E EE 
h 8 


= 2 | xyds 
Hi 
(R — y): (R 1) = xX: h 
R ME 
d h 
A = R U 
ds: dx =I h; ds = — Dies oben eingeſetzt gibt: 
h 
6 ＋ 1. 2 D d — 1 dx 
h h 
0 


*) Siehe S. 104, 3. Aufg. 
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EI Zh 


E h 

R R — 2 N R+2 
R * 2 5 Ip (R 500 = RA .; 
r 


E r (R = 
Es Mäe SC \ 


Let) N 
folglich X RE 3 


Schwerpunkte von Körpern. 


Wir ſtellen uns dabei Körper aus in allen Punkten gleich dichtem Stoffe 
vor. Es ſei das ſpezifiſche Gewicht dieſes Stoffes mit „ bezeichnet. Dann be— 
ſteht für irgend eine Achſe die Gleichung: 


Drehungsmoment des Körpers S Summe der Drehungs⸗ 
momente ſeiner Teile, auch ſeiner kleinſten Teilchen, in⸗ 
bezug auf dieſelbe Achſe. 


Fig. 91. 12. Aufg. Schwerpunkt einer 
Pyramide. 


Es ſei G die Grundfläche normal 
zur X-Achſe geſtellt, h die Höhe, S, 
der Schwerpunkt der Grundfläche und 
8“ die Spitze der Pyramide. 

Wir denken uns die Pyramide 
in unendlich dünne Lamellen parallel 
zur Grundfläche geteilt, dann iſt 

h 


5 Ghy x, = l- E 


0 


E 


2 

Subſtituieren wir den Wert von f = G si in die vorhergehende Glei— 

chung, ſo ergibt ſich 
h Ih 
1 ln Dë 
3 oh „ bd E ＋ = za; RE SE 7 h. 
0 4 

Der Schwerpunkt muß alſo in normaler Richtung zur Grundfläche von 
der Spitze den Abſtand Jh und von der Grundfläche den Abſtand + h haben. 
Er muß auf der geraden Schwerlinie 8.8, liegen, welche die Spitze mit dem 
Schwerpunkt S, der Grundfläche verbindet Dieſe iſt der geometriſche Ort der 
Schwerpunkte aller Lamellen. S iſt auch der Schwerpunkt der Schnittfläche in + h. 

Dasſelbe gilt auch für jeden Kegel. 


0 —— — 


13. Aufg. Beſtimme den Schwerpunkt eines Pyramiden- reſp. eines Kegelſtumpfes! 
Sein Normalabſtand von der Grundfläche G wird 
6 4.38 2 VA s h „„ R. . Rr T Sr. h 
t ener 8 
Bei jedem homogenen Rotationskörper muß der 
Schwerpunkt auf der Rotationsachſe liegen. 
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14. Aufg. Beſtimme den Schwerpunkt eines Kugelſektors oder Kugelkegels. 
Wir denken uns hier die Kugel— Fig. 92. 

kappe moſaikartig in unendlich kleine 
Flächenelemente geteilt und deren 
Eckpunkte mit dem Kugelmittelpunkt 
durch gerade Linien verbunden. Da— 
durch wird der Kugelſektor in uns 
endlich viele unendlich ſchmale Pyra— 
miden zerlegt. Der Schwerpunkt 
einer jeden ſolchen Nadelpyramide 
liegt im Abſtand 2 r vom Mittel- 
punkt. Die Kugelkappe vom Radius 
r iſt alſo der geometriſche Ort der 
Schwerpunkte aller Nadelpyramiden, 
welche zuſammen den Kugelſektor 
ausmachen. Der Schwerpunkt dieſer 
Kugelkappe vom Radius Fr muß 
alſo der Schwerpunkt des Kugel⸗ 
ſektors vom Radiuser ſein. Er liegt auf der Achſe des Kugelſektors und ſein 
Abſtand vom Kugelmittelpunkt iſt (Siehe Seite 118, 10. Aufg.). 


„ e ke (4 408 (14 cm 2 


4 e 4 2 
Ka 5 er- b). Fur die Halbkugel iſt 2. — 90 und jomit J, — Z r. 
15. Aufg. Beſtimme den Schwerpunkt eines Kugelſegments. 


Fig. 93. 

Es ſei die X-Achſe zugleich die Achſe 

des Kugelabſchnitts, h deſſen Höhe, r der 

Kugelradius und E der Radius des 

Schnittkreiſes, dann iſt nach Seite 78 (6) 
das Volumen dieſes Abſchnittes 


v. 5 (3r — h) h’ = 5 Ges The). h 
und die Momentengleichung lautet, wenn 
wir das Kugelſegment in Lamellen nor— 
mal zur X-Achſe geteilt denken und 


wenn xt den Abſtand der Schnittfläche 
vom Kugelmittelpunkt bezeichnet, 


E r 
Vë corte E I le X )x · dx 
x 


X1 
„ (5-2- =) 
62 Jr En ur aa 


Alſo 7 Erh) hi. x. 4 (r. — x 4 (er — b). h- da xi r h. 


ae ehr ei o 
Folglich . 3 (3e ＋ hi h, 


2 2 
wenn wir beachten, daß e = h (2r — h), alſo r = Sch 


Für die Halbkugel wird h=e=r und wir erhalten *. E 
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16. Aufg. Shwerpunfteines Rotationsparaboloids. 
y’ = px Gleichung des Meridians. (Siehe Fig. 71.) 
Die Momentengleihung lautet hier, nachdem mit dem ſpezifiſchen Gewicht y 
dividiert ift, 


a 


8 SUE K N e nabe Siehe S. 96, 8. Aufg. 
0 
0 * 
3 3 
S nab’ xo = u [ps =np 3 = np e =, 1 ai 
a 0 
folglich * R D Siehe Fig. 71, S. 


17. Aufg. Schwerpunkteines halben Rotationsellipſoids. 


Es ſei die große Achſe 2a, die 7 2b, alſo die Gleichung der Meridianellipſe 
€ 
ai — 
Iſt xe die Abſziſſe des d Ee der ja auf der Rotationsachſe 
liegen muß, ſo iſt 


a 


a a 
| 
(E x? xt a 
sant ss le: d > =) SES T 
0 0 


0 
Nach Seite 96 (7) iſt v EE nabe, alſo 7 mat X. = mb? 1 


woraus x. = za (Siehe S 96, Fig. 70, S.); (für die Halbkugel iſt x. 7, 


Ableitung der Guldinſchen Regel. 


Fig. 94. Es ſei S der Schwerpunkt eines 
Kurvenſtückes J, dann iſt 


x; 


* 1. 


x 
Multiplizieren wir beiderſeits mit 
27, jo erhalten wir 
Xı 
(E -ds=1- 2rx, 
Ki 
Linkerhand Debt nun augenscheinlich 
der Inhalt der Rotationsfläche, welche 
das Kurvenſtück 1 beſchreibt, wenn es 


um die X-Achſe eine volle Umdrehung 
macht, d. h. 
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1. Der Inhalt einer Rotationsfläche iſt gleich dem Pro- 
dukt aus der Länge der rotierenden Kurve und dem Weg 
ihres Schwerpunktes. 


Fig. 95. 


Es ſei ferner F der Inhalt 
einer begrenzten Fläche, x, die 
Abſziſſe ihres Schwerpunktes, 
dann iſt 


x 
| dF. X F. x, 
sa 
Multiplizieren wir beiderſeits 
mit 23, jo ergibt ſich 


x x ! | 1 
Jo ers F. 2nx, az PR „„ X 
H 


Za 
Das Integral linkerhand ſtellt erſichtlich den Rauminhalt des Rota— 
tionskörpers vor, welchen die Fläche F bei ihrer Drehung um die X-Achſe be— 
ſchreibt. Die letzte Gleichung ſagt alſo aus: 
2. Der Rauminhalt eines Rotationskörpers iſt gleich 
dem Produkt aus dem Inhalt der rotieren den Fläche (dem 
Querſchnitt) und dem Weg ihres Schwerpunktes. 


Fig 96. 


Beiſpiele. . 


1. Kreiskegel: Rotierende Linie und Fläche Hypo⸗ 
tenuſe und Fläche eines rechtwinkligen Dreiecks. 


M Ss. . 277 SE: 
v= rh. 2 » S 4 3 „reh. 


2. Kugel: Rotierende Linie und Fläche ein Halbkreis. 


Schwerpunkt der Halbkreis linie 8... .. x, = zer 

Schwerpunkt der Halbkreisfläche 82 ... X — S 4 2 
ir ang, E E 2 r = 4ar! 
= nn 

=; art ` 21. 1 „r 2 f „ gf r- 
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3. Ring mit Kreisquerſchnitt: 


Rotierende Linie und Fläche ein Kreis vom 
Radius r. In beiden Fällen S Schwerpunkt. 
R. 


O. Am 2nz, A1 1 


Vgl. S. 79 (13). 


P 
— — 


4. Rotations- 
ellipſoid: 


S Schwerpunkt der 
Fläche der halben 
Ellipſe: 

* EL 
X jet Rotationsachſe. 


b. 


V. = 2 nab Zur, — 2 nab 27 


5. Sphäroid: 


S Schwerpunkt der Fläche 4 
der halben Ellipje: x, = Sc 
OO? 


Y ſei Rotationsachſe. 


37 


V. 5 nab An = ; VEH 


be 5 na’h Vgl. S. 96 (7). 


6. Rotationsparaboloid: ë 
Der Schwerpunkt der rotierenden Fläche 


in S. v. — 8 b5 F S ab. 


Vergl. S. 96 (8). 
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Größe und Angriffspunkt der Reſultante des Seitendruckes 
einer Flüſſigkeit. 


In der Hydroſtatik erfahren wir experimentell folgenden Satz: Der 
Druck, welchen ein Flächenelement (Kreis, Rechteck) im Innern der Flüſſigkeit 
in normaler Richtung zur Fläche erleidet, iſt gleich dem Gewicht der Flüſſig— 
keitsſäule, welche dieſes Flächenelement zur Grundfläche und den Abſtand ſeines 
Mittelpunktes vom Flüſſigkeitsſpiegel zur Höhe hat, welche Richtung das Flächen— 
element an dieſer Stelle auch haben mag. 

Bezeichnet 7 das ſpezifiſche Gewicht 
der Flüſſigkeit, ſo iſt der Druck, der 
auf die horizontale Lamelle df der 
Seitenwand trifft: 


* * 


dD | dxdy-y-y=yydy | dx, 
° 0 
da für dieſe Lamelle y und dy kon⸗ 
ſtante Größen ſind. Dieſer Druck iſt 
al ſo 
D % E J d F. 
Der Druck, welcher auf die Fläche f 
der Seitenwand trifft, iſt nun 
ya Ya 


D= „ df. y — Ju: Gei) . CS 
KI Yı 
Bezeichnet y, den Abſtand des Schwerpunktes S der Fläche k vom Flüſ— 
ſigkeitsſpiegel, ſo iſt nach der Momenten-Gleichung 
Ya 
D=y|dt.y=> 1. 7. ” 
Li 
Yı 
d. h. der geſamte Druck D, welchen irgend ein Flächen- 
ftüd £ der Seitenwand eines Gefäßes von der Flüſſig⸗ 
keit erfährt, iſt gleich dem Gewicht einer ſenkrechten 
Flüſſigkeitsſäule, welche die Fläche zur Grundfläche 
und den Abſtand y, ihres Schwerpunktes vom Flüſſig— 
keitsſpiegel zur Höhe hat. 
Der Geſamtdruck, der ſich (von oben nach unten pro gem größer werdend) 


auf die ganze Fläche k verteilt, kann durch eine reſultierende Kraft J erſetzt 
werden, wenn es auf die Geſamtwirkung ankommt. 


Bei der Beſtimmung des Angriffspunktes dieſer Reſultante wollen wir 
uns auf drei einfache Fälle, die praktiſch am häufigſten vorkommen, beſchränken. 


) Die beiden Integrationen, welche wir hier nacheinander durchgeführt, 
haben, pflegen wir auch formell durch das folgende Doppelintegral anzudeuten: 
v2 * 
D SNE dy- y 
. 

An dieſem einfachen Beiſpiel lernen wir wieder, wie ein derartiges Doppel- 
integral mit 2 Variabeln zu behandeln iſt. Es iſt gleichgültig, ob wir zuerſt 

in horizontaler oder in vertikaler Lamelle integrieren. 
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a) Die Seitenfläche k ſei ein Rechteck, das ſich vom Flüſſigkeitsſpiegel 
abwärts erſtreckt (Schleuſentor). SS 
; Nach der vorhergehenden 

Se, 108, Gteihung if 


v = bdy - y = bh 4 


0 

Denken wir uns die recht⸗ 
eckige Seitenfläche in horizontale 
Lamellen b - dy geteilt, jo De: 
Debt inbezug auf die Linie BC 
die folgende Momentengleichung 
(Siehe Statik: Die Reſultante 
von parallelen Kräften! ). 


zech 
D o eb y 
KÉ h 
FARM. Ab * 
E lo 
Alſo e. bb CG e, = 7b Es folglich EE n. 


b) Die Seitenfläche f fei ein 
Rechteck, das unter dem Flüſſig— 
keitsſpiegel liegt und zwei horizon— 
tale Seiten b hat. 

Nach der aus der Fig. 104 erfichte 
lichen Bezeichnung tft der Druck D, 
den die Flüſſigkeit auf die recht: 
eckige Fläche ausübt, 
DIY f y. y b i- vi) 
und zur Beſtimmung des Angriffs» 
punktes A der Reſultante dient uns 
die auf DC als Achſe bezogene Mo— 
mentengleichung: 

y’yı 


Ze är e 5 
Alſo 5b (Y AE N b —3 oder (e, N) Gi Je SCH (är 


Bei Fig. 104 ut an die Ecke der Rückſeite C zu jeßen, 
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c) Die Seitenfläche k ſei eine Kreis— 
fläche vom Radius r. 


Hier iſt der Flüſſigkeitsdruck auf die 
Kreisfläche D S „ ar’y, 


Stellen wir zur Beſtimmung des 
Angriffspunktes A der Druckreſultante D 
die Momentengleichung wie in den zwei 
vorhergehenden Fällen auf, ſo reichen 
die uns bis jetzt bekannten Integra- 
tionsgleichungen nicht aus um das In— 
tegral auszuwerten. Wir gelangen 
aber zum Ziele, wenn wir ſtatt 
der rechtwinkligen Koordinaten Polar— 
koordinaten wählen und uns eines 
Doppelintegrals bedienen. 


erp=+7 
geess 9 (7: ede: de. O. e sin 9) 
n 


Wir führen nun die Integration in der Weiſe aus, daß wir das Integral 
zunächſt den Kreisring vom Radius 9 und der Dicke do entlang führen. Da— 
bei ſpielen „ und do die Rolle von Konſtanten. 


D D 
De Ee | ede (% — 2% sinp + e sin /) dp 


5 A D 
= 2y feier + ye cos P+ 0° 1 S 2 47 
0 


＋ 


wä 


r D 
= 27 OH 2 cos ꝙ + E In 2 d 1 
0 2 be? 


HA 
+7 


KI La, BECHET EE de e sin GL 


0 
r 


27 V 3 
: Lei, SE Se (ee 5 
0 


Zo F ode EEN 


0 


d A 


l 


Nun haben wir die Integration noch über alle Kreisringe von - bis 
Get auszudehnen. 
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De 2% . El oder yar’y,- yo = yn 60 err A. E 
b e a A ! Ge 1 


2 
Folglich 5 


Setzen wir beiſpielsweiſe ye r. jo wird yo Sar. Je größer y, wird, 
deſto näher rückt der Angriffspunkt A an den Mittelpunkt des Kreiſes; er fällt 
aber exit für ve = vollſtändig mit dieſem zuſammen. 


Die „Magdeburger Halbkugeln“. 


Die beiden hohlen Halbkugeln liegen längs des Randes A B luftdicht 
aneinander. Der Druck der äußeren Luft jet B, der der Luft in der Hohl— 
kugel noch b, beide in Queckſilberſäule gemeſſen. 

Wenn wir nun die Frage ſtellen: welche Kraft 2 muß in achſialer Rich— 
tung angewandt werden um die eine Halbtugel von der andern loszureißen, 
ſo haben wir ein Problem, das eine Infiniteſimalbetrachtung erfordert, zu löſen. 
Wir haben den Geſamtdruck der Luft zu berechnen, der die eine Halbkugel an 
die andere anpreßt. Dieſer iſt beim Abreißen zu überwinden. 

Wir denken uns die Halbkugel rechter Hand moſaik- oder facettenartig 
in unendlich kleine Flächenelemente df geteilt. 


Fig. 106. 


Der Druck der äußeren Luft iſt pro gem P = IB. 13,596 (g), 
(B in em gemeſſen). 
Der Druck der inneren Luft beträgt pro gem p = 1 b. 13,569 (g). 
Der von außen radial nach innen wirkende Überdruck alſo 
P — p = (6B — b) 13,596 (8) 
und der auf ein Flächenelement df treffende Überdruck iſt 
D = df (B — b) 13,596 (g). 
Zerlegen wir dieſe nach dem Kugelmittelpunkt gerichtete Kraft D in 
2 Komponenten parallel und normal zur X-Achje gerichtet, jo iſt die zur A: 
Achſe parallele Komponente D. =D 089% 


Nur diefe Komponenten D. kommen hier in Frage. Ihre Summe preßt 
die eine Halbkugel an die andere. 
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Die Kraft Z muß die Summe diefer Komponenten überwinden, wenn fie 
die Halbkugel rechterhand losreißen ſoll. Alſo muß mindeſtens 


2 = ED. = (dt cos ꝙ (B - b). 13,596 (g). 


Dieſes Integral erſtreckt ſich auf die ganze rechtſeitige Halbkugel. Der 
Neigungswinkel des Flächenelementes df gegen die zur X-Achſe normale Ebene 
AB iſt erſichtlich S . 


Folglich iſt die Projektion des Flächenelementes df auf dieſe Ebene 
dë = df cos . Siehe S. 39. 
Nun iſt 2 (86 — b) 13,596 / dr. 


Dieſes Integral ſtellt die Projektion der Halbkugelfläche auf die Ebene 
dar, iſt alſo der Flächeninhalt des kreisförmigen Querſchnitts vom Radius r 
und es iſt ſchließlich Z = ar®- (B — b) 13,596 (8) 


wenn r, B und b in em ausgedrückt find. 


Die Kraft Z hat den Luftdruck zu überwinden, der auf 
die Querſchnittsfläche der Kugel, auf die Fläche eines größten 
Kreiſes der Kugel, trifft. 

Bei dem berühmten Experiment, das der geniale Bürgermeiſter von 
Magdeburg, Otto von Guericke, gelegentlich des Reichstages von Regensburg im 
Jahre 1654 vor dem Kaiſer Ferdinand III. und den Reichsfürſten ausführte, be— 
trug der Durchmeſſer der Halbkugeln 2 Ellen, der Querſchnitt der Kugel unge— 
fähr 200 Quadratzoll und bei nahezu vollſtändig ausgepumpter Luft der äußere 
Luftdruck, der eine Halbkugel an die andere anpreßte, 200 - 14 Pfd. 2800 Pfd. 
Die 16 Pferde (auf jeder Seite 4 Paar) ſollen alle Mühe gehabt haben die 
Halbkugeln auseinander zu reißen, was ſchließlich mit einem gewaltigen Knall 
erfolgte. Es traf alſo auf jedes Pferd eine Zugkraft von mindeſtens 350 Pfd. 

Rechnen wir das in unſeren Maßen nach und nehmen den äußeren Luftdruck 
zu 72cm, den Innendruck nach dem Auspumpen der Luft noch zu 2 em, jo finden 
wir für 2 3,1416 22? (72—2) 13,596 (g) = 1448 Kg (1 Elle — 0,66 m) 
und für die aufgewendete Zugkraft pro Pferd 181 Kg. Das wäre noch feine 
übermäßige Kraftentwickelung für ein mittleres Pferd. Wir müſſen uns eben 
vergegenwärtigen, daß es nicht ſofort gelingt 16 Pferde zum gleichmäßigen 
Anziehen zu bringen. 

Der Verſuch erſchien natürlich impoſanter, wenn auf jeder Seite 4 Paar 
Pferde anzogen. Ein Blick auf unſere Fig. 106 belehrt uns aber, daß die 
4 Geſpanne der einen Seite durch einen Baumſtamm, der durch ſtarke 
Wurzeln gut in der Erde verankert iſt, oder durch eine ſolid fundierte Mauer, 
an der wir die Kugel mit der einen Seite befeſtigen, erſetzt werden können. 


Weitere Anwendungen unſerer drei Integrale finden wir bei der 


Berechnung der Trägheitsmomente von einfachen Linien, 
Flächen und Körpern. 


Wenn wir die Bewegungen von Körpern, welche um Achſen rotieren oder 
ſchwingen (Pendel), ſtudieren, ſo ſtoßen wir auf Integrale von folgender Form: 


“dm r'; worin dm die „Maſſe“ eines unendlich kleinen Körpers (eines 


materiellen Punktes) under feinen Abſtand von der Rotations- oder Schwin= 
gungsachſe bezeichnet. Den Wert dieſes Integrals heißen wir das Trägheits— 
moment des Körpers inbezug auf die gegebene Achſe. Wir können darunter 
auch die auf den Radius 1 reduzierte Maſſe veritehen, d. h. jene Maſſe, welche 
im Abſtand 1 von der Achſe angebracht (gedacht) dieſelbe Maſſenwirkung be— 
ſitzt, wie die Maſſe des gegebenen oder angenommenen Körpers. 


9 
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1. Aufg. Trägheitsmomente einer geraden Strecke. 


Fig. 107. Wir denken uns dieſelbe aus ſehr 
D | feinem, geradem Draht. Die Maſſe der 
i Längeneinheit ſei , dann iſt das Träg— 
i heitsmoment inbezug auf die Mtittel- 
ſenkrechte X als Achſe 

a 


a 


oe 


5 T Av, s SC dëi 
f . — X ds 
A N e 
| | 0 0 
| | 212 a 
| u T. . l Aë 
i "art ie 


Und wenn wir die Maſſe M der Strecke einjeßen, jo iſt . a = M, alſo 


1 
dE 12 Ma’. 
j Das Trägheitsmoment derſelben Drahtſtrecke inbezug auf eine durch 
ihren Anfangspunkt gehende ſenkrechte Achſe Y’ iſt 
a 


a 
„ 
7 D dx . X — a — 1 2 2 1 = 
Jens F 


0 


0 


2. Aufg. Trägheitsmoment einer materiellen Kreislinie. 
Fig. 108. 


a) Die Achſe 2 ſtehe im Mittelpunkt 
auf der Ebene des Kreiſes ſenkrecht. 


(J: Achſe). 
27¹ 2 
Dr fe " rdp x Le ei u (ar 
0 0 


4 Anr' = Mr“. 
b) Die Achſe ſei ein Durchmeſſer, 
etwa die X.Achſe. 
Te 


HES HO rd (r sin el 


0 


2 ſ an: gdp 


Wir ſubſtituieren sin? o 1- 00829 und de d), dann wird 


bi 
D 1 
N * ar Cu — cos 2%) dé = + ur? 12 sin Ze =4ur?.2n = 2 Mr, 
0 
0 


3. Aufg. Trägheitsmoment einer Rechtecksfläche. 


Die Maſſe der Flächeneinheit ſei . Wir ſtellen uns eine Fläche aus 
ſehr dünnem Blech hergeſtellt vor. 
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a) Die Achſe (X-Achſe) geht durch den 
Schwerpunkt und iſt parallel zu zwei Seiten. 


* b 
KK sl! 4 dx dy y'. 


Du 
Wir integrieren hier zunächſt längs der 
zur X-Achſe parallelen Lamelle. 


h b * 
T. =2u [ wo [0x Zu | y’dy-b. 
8 8 5 


Wir hätten die letzte Form gleich von vorne— 
herein anſetzen können. 


1 1 
hr I gun! 
Gëf ei 


0 0 
wenn M ubh die Maſſe des Rechtecks bezeichnet. 
b) Das Trägheitsmoment inbezug auf die Achſe X’ ift 
h 'h 
1 


E allan ub GI 5 lane — 4. An: 


DI ‚o 
Dem Integral / dt y' begegnen wir auch in der Feſtigkeitslehre. Der 
Form wegen heißen wir auch dieſen Ausdruck, der dort eine große Rolle ſpielt, 
„Trägheitsmoment“, obwohl der Maſſenfaktor A darin nicht auftritt 
und es ſich auch nicht um eine Bewegung handelt (Mathematiſches Trägheits- 
moment). Wir ſprechen dort vom Trägheitsmoment des Querſchnitts eines 
Trägers. Von ſeinem Wert hängt die Tragfähigkeit des Trägers ab. (Ge: 
nauer gejagt: vom ſogen. „Widerſtandsmoment“ W. T: zh bh). Das 
Trägheitsmoment des Querſchnitts eines horizontalen Balkens inbezug auf die 
horizontale Mittelachſe dieſes rechteckigen Querſchnitts iſt alſo 
I. — L m. 
12 Fig. 110. 
4. Aufg. Trägheitsmoment 
einer Kreisfläche. 
a) Die Achſe Z ſteht im Mittels 
punkt ſenkrecht zur Kreisfläche. 
Get ei 
ss d fee de de e, 
0:0 geg 
Wir integrieren hier zunächſt den 


Kreisring entlang, wobei „ die Rolle 
einer Konſtanten ſpielt. 


r 7 
1 sul erde | dp 
0 0 
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* ja S r 
4 
= le SE E pe en = Hatt T => = SEO 2 Mr", 
0 lo 0 0 E - 


wenn M — nr? - u 
Wir ſehen leicht ein, daß wir dasſelbe Reſultat erhalten, wenn wir die 
Reihenfolge der Integrationen umkehren, wenn wir zuerſt nach 9 integrieren, 
wobei dem vorerſt die Rolle einer Konſtanten zufällt, und dann erſt nach 7. 


b) Die Achſe ſei ein Durchmeſſer, etwa die X.Achſe. 
zı 


T% D 2 
In dieſem Fall iſt T, = (fe - edp- de (o sin gi" nl oda EN Y dꝙ. 
D o o 5 


Wir nehmen hier dieſelbe Subſtitution wie bei Aufg. (2) vor und erhalten 
E 


r 5 r a 
3 ede E 29 42% u Lei - [2s ein 270 
` 0 0 
N 


[7 


U o 


r r 


„eden =. un ler au - 9 — 4 u. ar 1 ve, 


4 
0 0 0 
Iſt der Querſchnitt eines Trägers ein Kreis, ſo iſt das mathematiſche 
Trägheitsmoment dieſes Trägerquerſchnitts inbezug auf die Mittelachſe des 
Querſchnitts 1 


T j 
F 4 


5. Aufg. Beſtimme das Trägheitsmoment von Querſchnittsformen, die ſich 
aus Rechtecken zuſammenſetzen laſſen, wie Fig. 111 einige zeigt! 


Fig. 111. 


ur“. 


1 - 
48 12 (al h, — a hr’). 


Nach der Formel für das Trägheitsmoment iſt ohne weiteres klar, daß 
das Trägheitsmoment eines hohlen Querſchnitts gleich der Differenz zwiſchen 
dem T des vollen Querſchnitts Rechtecks) und dem Trägheitsmoment der fehlen— 
den Flächen iſt. Wir können dazu auch noch die am Schluſſe dieſes Abſchnitts 
entwickelte Gleichung (T. = T, + Fa?) benützen. 
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6. Aufg. Beſtimme auch noch das Trägheitsmoment eines Kreisrings! 
Fig. 112. 


1 * 1 
Te Di ac T=4 1 la. — 470. 


7. Auftg. Trägheitsmoment eines 
ſenkrechten Kreiszylinders 
inbezug auf ſeine Achſe. 


Es bezeichne „ die Maſſe der Volumen— 
einheit. Denken wir uns den Zylinder durch 
parallele Ebenen, welche auf ſeiner Achſe ſenk— 
recht ſtehen, in unendlich dünne Lamellen zer— 
ſchnitten, ſo iſt das Trägheitsmoment einer 
ſolchen Lamelle nach Aufg. 4, a 

dT. = 4 garde, 
h 
Also J. 15 unv'dz 2 unv'h 2 Mr‘, 


0 
wenn M die Maſſe des Zylinders bezeichnet. 


8. Aufg. Trägheitsmomenteines ſenkrechten Kreiskegels 
inbezug auf feine Achſe . Fig. 114. 


Das Trägheitsmoment einer unendlich 
dünnen, zur 2. Achſe ſenkrechten Lamelle iſt 


dT, % dz. 
r 9 r 


Alſo J, E unx'dz = * un ae 


0 0 
Es verhält ih dz: dx hr, 
hieraus dz = D dx. 
r 


r 
Alſo J. = 1. un h [rs er. un kr 
2 r 8 
0 
= — wrh= 3 ve, 
10 10 
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9. Aufg. Trägheitsmoment einer Kugel inbezug auf eine durch 
ihren Mittelpunkt gehende Achſe. 


Das Trägheitsmoment einer zur 2-Achſe ſenkrechten, unendlich dünnen 
Lamelle iſt 
Fig. 115. 
2 dT. = 1 unx‘ - dz. 
Alſo T, b 
2 
ON — 
Nun iſt e 


al ſo r 
* Dies ſubſtituiert gibt 
r 


WC = un (a — Arz ＋ 200 dz 


H 


I 
| 
2 
EI 
. 
— 
* 
2 


Er 


3 


Nk, „ 
— 2 bre SES te 


— r 8 5 2 we 
es Së 2 ( 3 E = 


Aufgaben: 


Berechne das Trägheitsmoment eines Hohlzylinders, einer Hohlkugel, 
einer Kugelfläche, eines Ringes (wenn der Querſchnitt ein Rechteck, ein Kreis, 
eine Ellipſe), eines Rotationsellipſoids, eines Sphärbids, eines Paraboloids — 
in jedem Fall inbezug auf die Rotationsachſe des Umdrehungskörpers. 


Zum Schluſſe wollen wir noch einen Satz anführen, der bei 
der Löſung vieler Aufgaben mit Vorteil verwendet werden kann. 

Wir ſetzen voraus, daß das Trägheitsmoment T, einer Fläche 
inbezug auf eine durch ihren Schwerpunkt gehende Achſe bereits 
bekannt iſt und fragen nach dem Trägheitsmoment inbezug auf eine 
Achſe, welche zu jener parallel iſt und von ihr den Abſtand a hat. 

Das Trägheitsmoment der Fläche F inbezug auf die durch 
ihren Schwerpunkt S gehende Achſe CD ſei T. S df y'. 

Inbezug auf die zu CD im Abſtand a gelegte parallele Achſe AB 
iſt das Trägheitsmoment derſelben Fläche 
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T df (a- y)? 


Ss ar. 4 ar- äus +|ar- ye 8 
f dt 20 fat. y+far-y: ® 

— F.. LJ Gë 
denn Idi y F. y., wenn y, den | ö 
Abſtand des Schwerpunktes der ) 1 


Fläche F von der Achſe CD bezeichnet. ` 
Nun iſt nach unſerer Vorausſetzung y. 0, alſo iſt auch F degt 


Wir erſehen aus den bisher gelöſten Aufgaben, daß wir in 
den drei Integralen: 


8 * E e ka 
l e — 
r = b cos dy=sing , Jana dn = eg 
D 
` » H. IP G 


einen Mechanismus beſitzen, der eine größere Zahl von Aufgaben 
— und ihre Zahl kann leicht noch vermehrt werden — aus den 
verſchiedenen Gebieten der Mathematik, Phyſik, Mechanik und Technik 
zu löſen geſtattet. 


Sonthofen, Herbſtferien 1909. 


Dr. Gottlieb Herting, 
K. Gymnaſialprofeſſor und Diplom-Ingenieur. 
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GABINET MATEMATYCZNY 
‚Jawarzystwa ang Warszawskiego 
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S. 53 Zeile 8 v. u. die Formel für 


iſt h“ = o zu ſetzen. 


S. 135 Zeile 8 v. u. linkerhand ſoll lauten: 


SCH 


— 
de, "en? 


53 
2. 


5 


Ba 
Gei 


